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PRZEDMOWA. 


| aS zaufaniem i zachecony przez Wysoka 
e. k. Rade Szkolna Krajowa, wziglem sie do napi- 
sania ,Geometryi wykréslnéj* w ramach zakreslonych 
przepisami organizacyjnemi dla wyższych szkół real- 
nych. Trudności, z jakiemi walczyć musi każdy pi- 
szący podręczniki w szkołach używać się mające, 
znane mi są z praktyki własnćj, i nie bez obawy tóż 
podjąłem się téj pracy, zwłaszcza, że pierwsza miała 
to być książka szkolna, w ojczystym języku przed- 
miot ten traktująca. Ale myśl, że praca moja bez- 
wątpienia pociągnie za sobą i zachęci znawców i mi- 
łośników tego przedmiotu do napisania czegoś lepszego, 
zniewoliła mię do ogłoszenia drukiem tego, co w auto- 
grafach własnych lub rękopisach posiadałem. Książką 
tą chee przyjść w pomoe początkującym w tym przed- 
miocie, a przedewszystkiem uczniom, dla których + 
wykład szkolny skutkiem rozmaitego ich uzdolnienia nie 
zawsze wystarcza, a w każdym razie wymaga powtó- 
rzenia go z tą ścisłością, z jaką prowadzony był 
w szkole. Jak się z zadania wywiązałem, niech znawcy 
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osądzą, zwłaszcza ci, których długoletnie doświadczenie 
w zawodzie nauczycielskim dostarczyć może trafnych 
i pożytecznych wskazówek co do nauczania przedmiotu | 
tak ważnego, jakim jest „Geometrya wykreślna* dla 
ucznia, mającego się w przyszłości oddać zawodowi 
technicznemu. Tym więc znawcom ocenę méj pracy 
z spokojem oddaję, bo mam niezłomną wiarę, że ta- 
kowa popłynie z serca i dobrćj woli dla sprawy pu- 
blicznćj, a więc z korzyścią dla uczącćj się młodzieży, 
a przytem i dla następeów, których poczet przypadkowo 
otworzyć mi przyszło. 

Wreszcie uważam sobie za miły obowiązek, złożyć 
tu serdeczne podziękowanie szanownemu nakładcy za 


gotowość, z jaką, nie szczędząc kosztów dość wielkich, 
a dbając tylko o porządne a uczciwe przeprowadzenie 


"rzeczy, podjął się nakładu téj książki. 


_ Kraków w styczniu 1875. 


` Autor. 
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ROZDZIAŁ I. 


. Sposoby wyznaczania położenia punktu, 
prostćj i płaszczyzny, z osobna i w związ- 
kach między sobą. 


§. 1. 
Cel i zadanie geometryi wykreślnćj. 


Geometrya wykreślna (Géométrie descriptive, — die dar- 

stellende Geometrie) jest umiejętną podstawą wszelkich dokła- 

= dnych rysunków. Figury i rysunki, jakie króślimy na mocy 
prawd geometryi elementarnćj, sa, prócz figur płaskich, króślone ` 

po większćj części dowolnie i bez żadnój prawie reguły, z wy- 

jatkiem tój, którą nazywają smakiem lub gustem ; to tóż figury 

będące przedmiotem traktowania geometryi w przestrzeni, czyli 

stereometryi, a których rysunki nie sa czóm innóm, jak tylko 

widokami wykonanymi według ugody wzajemnój, sa pozbawione 

częstokroć wszelkiéj dokładności. I tak, chcąc np. przedstawić 

rysunkiem walec opisany na kuli według sposobów przyjętych 

w stereometryi, króślimy koło, które ma nam wyobrażać kulę, 

i na niém opisujemy prostokąt; mamy więc tu tylko widok 

_ tego, cośmy przedstawić zamierzyli, ale widok zupełnie niedo- 

kładny, nie dający nam należytego pojęcia o rzeczy przedsta- 

wionéj, i wymagający do należytego zrozumienia tójże przy- 

= wołania w pomoc wyobraźni naszćj. Rysunek zwyczajny jest 

zupełnie nieprzydatnym, a przynajmniój wielce niekorzystnym, 

: 1 
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zwłaszcza w zastósowaniu go do życia praktycznego, a więc 
np. gdzie idzie o maszynę lub budowlę, którćj różne składowe 
części przedstawić chcemy lub potrzebujemy ; architekt bowiem 
lub inżynier robiąc rysunek tychże, nie może się zadowalniać 
ich widokiem, ale dbać musi o to, iżby z rysunku takiego mógł 


‘za pomocą cyrkla i kątomiaru wziąść wymiary dokładne wszyst- 


kich części, w skład rzeczy rysunkiem przedstawionćj wchodzą- 
cych, czyli, iżby z pomocą rysunku tego mógł w razie potrzeby 
skonstruować tęż maszynę lub budowlę z wszelką Scistoscia 
i dokładnością. Nie znając sposobów rysunkowych tym wymo- 
gom odpowiadających, pozostawałoby mu tylko sporządzić mo- 
del z drzewa, metalu lub gipsu, która to rzecz jest zbyt 
rozwiekłą i kosztowną. 

Brakom i niedogodnościom, jakie nastręcza zwyczajny 
rysunek linearny, zaradza geometrya wykreślna. Uczy ona 
bowiem, jak utwory przestrzenne, czyli ciała mające trzy wy- 


miary, tj. szerokość, długość i wysokość przedstawić na je- 


dnéj płaszczyznie rysunkowćj, a więc papierze, tablicy itp., 
majacéj tylko dwa wymiary tj. szerokość i długość, tak, iżby 
nietylko oku naszemu był wyraźny obraz przedmiotu danego 
przedstawiony, ale co większa, iżby z niego prawdziwe wymiary 
tegoż, kształt, położenie i związki wzajemne w jego częściach 
składowych z jak największą dokładnością poznane i ocenione 
być mogły. 

Mimo, że nauka ta po nasze czasy nie wiele lat bytu 
sobie liczy, gdyż pierwszy raz systematycznie jako umiejętność 
wykladana ona była w szkole normalnéj paryzkićj w roku 1795 
przez Kaspra Monge, który jeżeli nie pierwszy do życia 
ja powołał, to przynajmnićj pierwszy był organizatorem tój 
nauki, znanćj poprzednio pod nazwa Stereotomii, a pierwsze 
dzieło w tym przedmiocie ukazało się również w tymże czasie — 
to przecież nauka ta dzisiaj zajmuje wcale poczesne stanowi- 
sko w rzędzie umiejętności technicznych, i słusznie uważaną 
być może za niezbędną dla każdego wykształconego technika. 
Nią się posługuje i na nićj się wspiera wiele innych sztuk i 
umiejętności, jak perspektywa, gnomonika , architektura , bu- 
downictwo, mechanika, kamieniarstwo itp. A prócz tego, kon- 
strukcya ścisla w wykonywaniu rozlicznych zadań zastępując 


http://rcin.org.pl 


nam w nićj miejsce tego, czego w geometryi analitycznój do- 
_ starcza rozbiór zrównań, prócz praktycznego swego użytku nie 
tylko wzmacnia za pomocą swój metody nasz sad i poglad, ale 
także wpływa wielce korzystnie na rozwinięcie zmysłu mate- 
matycznego, wprowadzając go na tory zastósowane. 


f § 2. 
| Wiadomości przygotowawcze. 


i IF Geometrya wykreślna , kt6réj nauka, podobnie jak i innych 
działów geometryi, rozpada się na objaśnienia , twierdzenia, 
zadania i dowody, wymaga znajomości prawd geometryi elemen- 
tarnéj, zwłaszcza.zaś stereometryi. Aby więc późnićj oszczędzić 
sobie dosłownego a częstego tychże prawd przytaczania, notu- 
jemy tu najważniejsze z nich, a mianowicie tyczące się linij 
prostych i płaszczyzny, z uwagą, że dla skrócenia linie proste 
krótko prostómi zwać będziemy. 
"1. Płaszczyzna powstaje przez ruch prostćj przecinającćj inną 
` prostą, a równoległćj stale do kierunku danego, albo tóż 
przecinającćj dwie proste do siebie równoległe lub również 
z sobą "się przecinające. 

i Plaszezyzna jest ściśle wyznaczoną za pomocą dwóch pro- 
stych do siebie równoległych lub z sobą się przecinających, 
albo tóż za pomocą trzech punktów nie leżących w jednym 
kierunku, albo wreszcie za pomocą prostćj i punktu zewnątrz 
niéj leżącego. 

3. Prosta z płaszczyzną przecinać się może tylko w jednym 
| punkcie. 

4. Prosta leży na płaszczyznie , jeżeli z nią ma dwa punkta 
wspólne, albo tóż tylko jeden punkt, ale natomiast jest 
równoległą do innćj prostój na tójże płaszczyznie leżącćj. 

5. Jeżeli kilka prostych są prostopadłómi do innćj prost6j 
. w jednym i tym samym punkcie, wtedy leża one w jednéj 

płaszczyznie prostopadłćj do tójże prostéj. Albo inaczćj : 
jeżeli obrócimy kąt prosty około jednego z jego ramion, 
drugie ramię opisze płaszczyznę do pierwszego prostopadłą. 

6. Jeżeli prosta jest prostopadłą do dwóch innych przez jéj 

spodek idących a na płaszczyznie położonych prostych, - 

w - 


—— "ME" 
DO 


— Tu 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


wtedy jest prostopadłą i do samójże płaszczyzny ; i nawza- 
jem, — jeżeli prosta jest prostopadłą do płaszczyzny, 
jest także prostopadła do każdćj prostéj przez jéj spodek 
idacéj a na płaszczyznie poprowadzonćj. 


. Z punktu danego na płaszczyznie jednę tylko prostopadłą 


do tójże wyprowadzić, zaś z punktu nad płaszczyzną 
danego jednę tylko prostopadłą spuścić można. 


. Przez prostą prostopadłą do płaszczyzny przesunawszy 


płaszczyznę, ta ostatnia prostopadłą będzie do pierwszćj 
płaszczyzny; zaś przez prostą, pochyłą względem płaszczy- 
zny można tylko jednę płaszczyznę prostopadłą do p 
szczyzny danéj przesunąć. 


. Dwie proste prostopadłe do jednćj i tój samój Pośiywy, 


są do siebie równoległe. 

Jeżeli jedna z dwóch prostych równoległych jest prosto- 
padłą do płaszczyzny, to i druga prostopadłą być musi; 
nawzajem, jeżeli dwie lub więcćj prostych stoją prosto- 
padle do jednéj płaszczyzny, wtedy te proste muszą być 
do siebie równoległe. 

Prosta równoległa do innćj prostéj a potozonéj na pła- 
szczyznie jest także równoległa i do samćjże płaszczyzny. 
Jeżeli dwie proste, przecinające się z sobą są równoległe 
do płaszczyzny, to płaszczyzna przez nie przesunięta, także 
do tójże jest równoległą. 

Dwie płaszczyzny przecinać się z sobą mogą tylko w jednéj 
prostéj. 

Tray płaszczyzny nie przechodzące przez jednę i te sama 
prostą, przecinają się w trzech prostych albo do siebie 
równoległych, albo schodzących się w jednym punkcie; 
w tym ostatnim razie mówimy, że trzy płaszczyzny prze- 
cinaja się w jednym punkcie. 

Prosta przecięcia się dwóch płaszczyzn prostopadłych do 
trzecićój — jest także do téj ostatnićj prostopadłą. 

W punkcie obranym na przecięciu się dwóch do siebie 
prostopadłych płaszczyzn wystawiwszy prostopadłą do 
jednéj z nich, prostopadła ta paść musi na drugą pła- 
szczyznę. 
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. Jeżeli prosta jest prostopadłą do dwóch płaszczyzn, wtedy 
płaszczyzny te muszą być do siebie równoległe. 


== 18. Jeżeli prosta jest równoległą do dwóch płaszczyzn, wtedy 


23. 


24, 


25. 


jest röwnolegla także i do prostéj przecięcia się tych pła- 
szczyzn , i odwrotnie. 

. Płaszczyzna stojąca prostopadle do dwóch przecinających 
się płaszczyzn, jest także prostopadłą do ich wspólnego 
przecięcia, i odwrotnie. 

. Dwie płaszczyzny równoległe, przecięte trzecią , dają prze- 
cięcia do siebie równoległe. 

. Dwie płaszczyzny są do siebie równoległe, jeżeli przesu- 
nięte są przez dwa kąty, których ramiona są do siebie 
równoległe. 

. Płaszczyzna przesunięta przez dwie proste, przecinające 

się z sobą a równoległe do płaszczyzny danćj, jest także 

do téj ostatnićj równoległa. 

Płaszczyzna prostopadła do jednój z dwóch do siebie ró- 

wnoległych płaszczyzn , jest prostopadłą także i do drugićj; 

nawzajem, jeżeli jedna z dwóch równoległych płaszczyzn 
jest prostopadłą do trzeciéj, wtedy i druga prostopadłą 
być musi. 

Jeżeli trzy płaszczyzny stoją do siebie prostopadle, wtedy 

przecięcie dwojga z nich stoi prostopadle do trzecićj pła- 

szczyzny, wszystkie zaś trzy proste przecięcia są wzajem 
do siebie prostopadłe. 

Z punktu obranego na prostéj przecięcia dwóch płaszczyzn 

poprowadziwszy dwie prostopadłe do tegoż przecięcia, 

z którychby atoli jedna leżała na jednéj, druga na drugićj 

płaszczyznie, to kąt płaski między tómi prostopadłómi 

zawarty, jest miarą nachylenia danych dwóch płaszczyzn 
względem siebie. 


§ 3. 


Sposoby wyznaczania położenia punktu w przestrzeni. 


Aby położenie punktu danego w przestrzeni wyznaczyć, 


odnosimy go zwykle albo do trzech innych punktów znanych 
z położenia swego, albo do trzech płaszczyzn. I tak, mając 


"WJ RN 
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trzy punkta a, b, c dane lub wiadome z położenia swego 
np. trzy narożniki pokoju, to położenie jakiegokolwiek czwartego 
punktu d w przestrzeni będzie znanóm, czyli trafimy zawsze 
do tego punktu, jeżeli znać będziemy odległość jego od każdego 
z tamtych trzech; bo wiedząc, że odległość punktu d od 
punktu a wynosi np. 5 stóp, od punktu b stóp 8, zaś od 
punktu c stóp 9, to w punktach a, b i c umocowawszy sznurki 
długości odpowiednićj odległościom powyższym i takowe wyprę- 
żywszy aż do wzajemnego zejścia się ich drugich końców ze 
sobą, właśnie ten punkt, w którym się one zejdą, będzie 
miejscem szukanóm dla punktu d, gdyż położenie jego odpo- 
wiada warunkom zadania, tj. leży w odległościach danych od 
punktów a, b, c. 

Podobnież wyznaczyć można położenie punktu w prze- 
strzeni, znając jego odległość od trzech z sobą się przecinających 
płaszczyzn, a nachylonych ku sobie bądźto pod jakimkolwiek 
kątem, bądź tóż co korzystnićj, prostopadłych do siebie, z któ- 
rych jedna jest poziomą, a tém samém dwie inne pionowómi. 
I tak, jeżeli ten punkt od pierwsz6j płaszczyzny pionowéj od- 
ległym jest o dwa metry, znajduje się oczywiście gdzieś na 
płaszczyznie ustawionćj równolegle w odstępie dwóch metrów 
od pierwszéj płaszczyzny pionowej; jeżeli daléj nam wiadomo, 
ze od drugićj płaszczyzny pionowćj jest o 3 metry odległy, 
to musi on także leżeć gdzieś na nowéj płaszczyznie w odstępie 
= 3 metrów równolegle do drugićj płaszczyzny pionowéj przesu- 
niętój; znajduje się więc dotąd równocześnie na dwu płaszczy- 
znach, a zatóm na ich wspólnóm przecięciu, czyli gdzieś na 
prost6j przecięcia. Jeżeli wreszcie ten punkt od płaszczyzny 
pozioméj jest o metr odległy, leżeć on będzie na płaszczyznie 
równoległój do płaszczyzny poziomój, w wysokości jednego metra 
przesuniętćj; a że leży on także na prostéj przecięcia dwóch 
pierwszych płaszczyzn , zatem będzie na przecięciu się téj prostćj 
z płaszczyzną równoległa do płaszczyzny poziomój, a któreto 
przecięcie jest punktem. 

Z pomiędzy wielu jeszcze innych , takich i tym podobnych 
sposobów wyznaczania położenia punktu w przestrzeni, 'a któ- 
rymi obszernie zajmuje się geometrya analityczna trójwymia- 
rowa, ostatni sposób ma zastosowanie swoje w geometryi 
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wykreślnój, z tém jednak ważnóm uproszczeniem, że zamiast 
odnoszenia punktu do trzech płaszczyzn, odnosimy go tu zwykle 
tylko do dwóch do siebie prostopadłych, pozioméj i pionowćj, 
i to zapomocą rzutów, — z którego to powodu naukę tę także 
metodą albo umiejętnością rzutów (science des pro- 
jections, — die Projectionslehre) nazywają. Nim atoli przej- 
dziemy do właściwego traktowania rzeczy, poprzedzić je musimy 
niektórómi objaśnieniami, 


§ 4. 


Krötka nauka o rzutach prostokatnych, odniesionych do 
prostéj stałćj lub jednéj płaszczyzny. 


Na linia prostą np. MN (fig. £), którćj położenie jest 
oznaczonóm , z punktów ABCD, leżących w téj saméj z prostą 
MN płaszczyznie, a stojących względem siebie badéto w od- 
osobnieniu, bądź tóż należących do jakiéjkolwiek innéj prostój 
lub krzywćj linii, spuściwszy prostopadłe Aa, Bb, Ce, Dd, 
spodki tych prostopadłych tj. punkta a, b, c, d, jakotóż ich 
długości, wyznaczą nam dokładnie położenie punktów ABCD. 
Odciąwszy bowiem na innćj prostéj odległości wzajemne tych 
spodków, i z tak otrzymanych punktów wystawiwszy do tćjże 
prostéj prostopadłe , równe co do długości odpowiednim prosto- 
padłym Aa,Bb,Ce, otrzymamy nowe punkta A,B,C, które wzglę- 
dem téj prostój będą w takiém samóm położeniu, w jakićm 
były względem MN, a następnie i nowe linie łączące te punkta, 
jak BC i DEFG, będą równe poprzednim i również tego samego 
położenia względem téj prostój, w jakiém były względem MN. 
Spodki a, b, c.... prostopadłych Aa, Bb, Ce.... zowia się 
rzutami punktów danych A,B,C... (die Projection, — 
projection), prosta be zwie się rzutem prostéj BC, zaś dg 
rzutem krzywéj DEFG, wreszcie prostopadłe same Aa, 
Bb, Ce,.... zowią się liniami rzucajacémi (die pro- 
jicirende Linie, — ligne projetante). A więc: rzutem pun- 
ktu naprostą daną, zowiemy spodek czyli punkt 
przecieciasieprostopadi6j, zpunktu danego do 
tójże prostéj poprowadzonéj. 
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Tej metody rzutów używa sie często w rysunkach, a mia- 
nowicie tam, gdzie idzie o przeniesienie punktów, linij i w ogóle 
jakichbądź figur płaskich z jednego rysunku na drugi. 

Zadanie 1. Mając dana prostą stała MN czyli linia rzutów, 
tudzież w jéj płaszczyznie wielokąt jakikolwiek, znaleść jego rzut 

a następnie figurę te z linii MN przenieść na inna, i to albo 

1) w wymiarach tych samych, 2) w wymiarach zwiekszonych lub 

3) w wymiarach zmnićjszonych. 

Aby położenie punktu było wyznaczonóm, trzeba wiec 
mieć dany jak widzieliśmy jego rzut i długość linii rzucajacej. 
Jeżeliby bowiem danym był tylko jego rzut, np. a, chodziło 
zaś o znalezienie punktu A, którego on jest rzutem, to jasna, 
że wprawdzie gdzieś na prostopadłój Aa z a do MN wypro- 
wadzonéj leżeć on musi, gdzie atoli, nie wiemy, i mówimy 
wtedy, że prostopadła Aa jest miejscem geometrycznóm 
(der geometrische Ort, — lieu géométrique) punktu szukanego, 
tj. miejscem, na któróm punktu tego szukać należy, a znajdzie 
- się je, jeżeli będzie dana długość Aa. 

Również tak samo rzecz się ma i z rzutem np. be prostéj 
BC. Takowy mając tylko dany, położenia prostój BC nie 
znajdziemy, wiedzieć tylko będziemy, że leżeć ona musi gdzieś 
między dwiema prostopadłómi z b ic do MN wyprowadzo- ` 
nómi, tak, iż znów płaszczyzna między niómi zawarta jest 
miejscem geometrycznóm linii szukanéj; jeden koniec prostéj 
szukanéj leżeć musi wprawdzie na jednój, drugi na drugićj 
prostopadłćj, gdzie atoli, — a więc jakie jest położenie t6j prostéj 
i jaka jéj wielkość, — dowiemy się dopiero, jeżeli będa dane 
długości obu linij rzucających Zb i Ce. 

Co się tyezé stósunku zachodzącego między prostą dana 
a jój rzutem, to widzimy : 

1) że jeżeli linie rzucające Aa i Bb (Fig. 8) punktów 
końcowych prostój AB są sobie równe, wtedy tworzą one 
z prostą AB i jój rzutem ab prostokąt, w którym AB = ab, 
jakotóż AB ||ab, tj. jeżeli prosta dana jest równoległa do 
linii rzutów MN, wtedy jój rzut równa się samćjże prostój danćj. 

2) Jeżeli linie rzucające Ce i Dd są nierówne, wtedy 
figura CeDd jest trapezem, w którym ed < CD tj., jeżeli prosta 
dana jest pochyłą względem linii rzutów, wtedy rzut jój jest 
od nićj mniejszym. 
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3) Jeżeli prosta dana EF stoi prostopadle do linii rzutów, 


obie linie rzucające schodzą się z nią samą, zaś spodki ich 
padają na siebie, czyli rzutem prostój w takim razie jest punkt. 

Metoda ta rzutów odniesionych do prostéj stałój MN 
jest bardzo ograniczona, może bowiem być użytą tylko tam, 
gdzie idzie o rzuty punktów lub linij leżących z prostą MN 
w téj saméj płaszczyznie; zupełnie zaś zastósować się nie da 
przy szukaniu rzutów punktów lub linij leżących w różnych 
płaszczyznach, lub tóż szukaniu rzutów brył i powierzchni. 
W przypadkach takich zamiast linii rzutów, użytą już być musi 
płaszczyzna rzutów (die Projectionsebene, — plan de 
projection. 

I tak, jeżeli płaszczyzna PQ (Fig. 3) przedstawia nam 
płaszczyznę rzutów, i jeżeli zewnątrz nićj leży punkt A, to 
spuściwszy z niego prostopadłą Aa na płaszczyznę, spodek jéj 
czyli punkt a spotkania się jój z płaszczyzną, będzie rzutem 
punktu A na płaszczyznę „PQ. Ponieważ w tóm rozumieniu 
rzut punktu zawsze już nadal pojmować będziemy, zatém po- 
wiedzieć możemy: rzutem punktu nazywamy spodek 
prostopadłćj spuszczonćj z punktu danego na 
płaszczyznę. 

t Wiedząc, jak się znajduje rzut punktu, łatwo znaleść 
rzut prostéj. Jeżeli bowiem daną jest płaszczyzna rzutów PQ 
(Fig. 4) i prosta AB zewnątrz nićj leżąca, dość obrać na 
nićj dwa dowolne punkta A i B, poszukać ich rzutów a i b, 
a prosta ab, łącząca takowe, będzie rzutem prostój AB na 
płaszczyznę PQ. 

Dowieść tego możemy w sposób następujący: ponieważ dwie 
linie rzucające Aa i Bb są do siebie równoległe ($ 2. Nr..9), 
zatóm przez nie da się przesunąć płaszczyzna ABab; płaszczy- 
zna ta będzie prostopadłą do płaszczyzny PQ ($ 2. Nr. 8.), 
i na nićj będą leżeć wszystkie prostopadłe, spuszczone z punktów 
C, D, E, dowolnie na prostój AB obranych, zaś spodki 
tychże prostopadłych leżeć będą na jój przecięciu się z pła- 
szczyzną PQ. Że zaś to przecięcie jest linią prostą ($2. N. 13), 
i na linii téj leża rzuty e, d, e, wszystkich punktów do prostćj 
AB należących, zatém prosta a jest rzutem prostéj AB, 
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Płaszczyzna ABab przez prostą AB prostopadle do pła- 
szczyzny rzutów przesunięta, zowie się płaszczyzną rzu- 
cajaca (die projicirende Ebene, — plan projetant) i ma ona 
tę ważną własność, Że na jój przecięciu się z płaszczyzną 
rzutów leży rzut prostój AB. 

Chcąc na płaszczyznie nakróślić rzut jakićjś figury płaskićj 
np. trójkąta ABC (Fig. &), szukamy rzutów jego wierzchołków 
i takowe ze sobą łączymy prostómi. Jeżeli linia dana w prze- 
strzeni jest krzywą np. DEFG, to celem znalezienia jéj rzutu 
obieramy na nićj kilka punktów, między nimi zaś głównie te, 
w których linia się skręca, jak np. Ei G, szukamy nastę- 
pnie rzutu każdego punktu z osobna, a z połączenia tych 
rzutów otrzymamy rzut krzywój. 

Aby wreszcie na płaszczyznie wyznaczyć rzut bryły jakićj- 
kolwiek, szukamy rzutów albo kazdéj jéj ściany z osobna, albo 
tóż każdćj krawędzi, albo wreszcie jéj narożników, i w tym 
ostatnim razie rzuty te łączymy w tym samym porządku, 
w jakim narożniki przy bryle się znajdują. 

Rzuty, o jakich dotąd mówiliśmy, zowią się prosto- 
kątnymi (die rechtwinkelige albo orthogonale Projection — 
projection orthogonale) w odróżnieniu od ukośnych tj. takich, 
gdzie linia rzucająca punktu jest pochyłą względem linii lub 
płaszczyzny rzutów. W tym ostatnim razie, jak łatwo pojać, 
tak do znalezienia rzutu punktu danego, jak i naodwrót do 
znalezienia samego punktu za pomoca jego rzutu, danym być 
musi wyraźnie kat, pod jakim linia rzucajaca poprowadzona 
być ma względem linii lub płaszczyzny rzutów. Nadal jednak, 
mówiąc o rzutach, tylko rzuty prostokątne pod tóm mianem 
rozumieć będziemy. 

Na zakończenie pozostaje nam wreszcie zastanowić się 
nad tóm, czy rzut, na jednéj płaszczyznie dany, wystarcza 
nam do ocenienia ustroju i położenia przedmiotu tym rzutem 
przedstawionego. Łatwa na to odpowiedź , że nie. Mając bowiem 
np. na płaszczyznie rzutów dany punkt a jako rzut, to najprzód 
wątpliwóm jest, czy rzut ten a jest rzutem punktu, czy tóż 
rzutem prostéj prostopadłój do płaszczyzny rzutów, a prócz 
tego w pierwszym razie, jak wysoko leżeć ma punkt w prze- 
strzeni ponad płaszczyzna, w drugim zaś, jak długą jest ta 
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prostą jako rzut, może ona być rzutem albo prostćj równo- 
ległćj do płaszczyzny rzutów, albo pochyłćj, albo téż może być 
rzutem jakićjbądź figury płaskićj leżacćj w płaszczyznie prosto- 
padiéj do płaszczyzny rzutów. Jeżeli wreszcie daną jest na 
płaszczyznie rzutów figura jakaś np. kwadrat jako rzut, to ten 
znów może być albo rzutem kwadratu równoległego do pła- 
szczyzny rzutów, albo rzutem prostokąta pochylonego pod kątem 
do płaszczyzny rzutów, albo tóż rzutem graniastosłupa prostego 
z podstawa kwadratową, równolegle do płaszczyzny rzutów 
leżącą; prócz tego w pierwszych dwóch razach niewiadomo, 
w jakiéj odległości mają leżeć wierzchołki tego kwadratu lub 
prostokąta od płaszczyzny rzutów, w ostatnim zaś razie, jak 
wysokim jest graniastosłup. W życiu praktycznóm rysunek taki 
byłby zupełnie niepożytecznym. Przypuściwszy bowiem np., że 
dany mamy rzut na płaszczyznie poziomój jakićjś budowli wy- 
konać się mającój, to z rzutu tego możemy wprawdzie wedle 
załączonćj skali rozpocząć budowę, tj. takową na gruncie 
odznaczyć, fundamenta położyć a nawet i mury cokolwiek 
podnieść, —atoli wnet nastręczy się pytanie , jak wysoko te mury 
prowadzić, gdzie dać okna, drzwi i t. p., a o tém wszystkićm 
z tego jednego rzutu wiedzieć nie będziemy ; ten bowiem wskaże 
nam długość i szerokość tak całości jak i pojedynczych części, 
ale trzeciego wymiaru tj. wysokości brak tam zupełny. Możnaby 
wprawdzie temu, tak w tym jak poprzednich przypadkach za- 
radzić, opisując dokładnie, czego rzutem jest rzut dany i po- 
dając długości linij rzucających, — atoli sposób ten byłby 
naturalnie nieodpowiednim duchowi i zadaniu rysunku, który 
sam za siebie mówić powinien. Niedogodności téj zaradza użycie 
dwóch płaszczyzn rzutów, od czego tóż właściwie dopićro za- 
czyna się rzecz Geometryi wykreślnćj. 


$. 5. 
Wyznaczenie punktu za pomocą rzutów. 


W poprzedzającym paragrafie widzieliśmy, że jeżeli da- 
nym jest rzut punktu na płaszczyznie, to tóm samóm daną 
jest prosta, na ktéréj punkt w przestrzeni leży. Uważmy teraz, 
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że jeżeli prócz tego danym będzie rzut tegoż punktu na druga 
płaszczyznę, byle nierównoległą do pierwszéj, to tóm samém 
będzie znów daną druga prosta, na którój ten punkt także 
leżeć musi; leżąc więc równocześnie na dwóch prostych, musi 
leżeć w punkcie ich wspólnego przecięcia, czyli położenie jego 
w przestrzeni będzie oznaczoném. Weźmy więc dwie płaszczy- 
zny, przecinające się ze sobą, i to jednę pozioma, druga pio- 
nową, a zatóm prostopadłe do siebie. Płaszczyzny te zwać 
będziemy płaszczyznami rzutów, a mianowicie pozioma 
abde (Fig. ©.) zwać się będzie płaszczyzną poziomą 
rzutów (plan horizontal des projections, — die horizontale 
Projectionsebene), zaś pionowa efgh, płaszczyzną pio- 
nowa rzutów (plan vertical des projections, — die verti- 
cale Projectionsebene). Prosta Ik, w ktéréj się z sobą te dwie 
płaszczyzny przecinają, zowie się osią rzutów albo liniją 
ziemną (laxe des projections, la ligne de terre, — die Pro- 
jectionsaxe), Oś rzutów dzieli każdą z tych płaszczyzn na dwie 
części, a mianowicie poziomą: na przodkową /ked i tylną ablk, 
zaś pionową: na pionową górna /kef i dolną lkgh. Wyobra- 
żając sobie te płaszczyzny rozciągnięte w nieskończoność, z0- 
baczymy, że podzielą one przestrzeń na 4 części, a mianowicie 
na Cwiartkel, będącą między płaszczyzną poziomą przodkową 
a pionową górną; ćwiartkę II, między płaszczyzną poziomą 
tylną a pionową górną; ćwiartkę III, między płaszczyzna pozio- 
mą tylną a pionową dolną, i wreszcie ćwiartkę IV, między pła- 
szczyzną pionową dolną a pozioma przodkową. Ponieważ wy- 
konywując jakikolwiek rysunek, nie możemy go wykonywać na 
dwóch do siebie prostopadłych płaszczyznach, bo płaszczyzna 
rysunkowa jak np. tablica, reisbret itp. jest tylko jedną 
płaszczyzną, wyobraźmy więc sobie płaszczyznę pozioma rzu- 
tów około osi Ik tak obróconą, iżby jéj część przodkowa padła 
na płaszczyznę pionową dolna, zaś część tylna padła na pla- 
szczyzne pionową górną, to tym sposobem obie płaszczyzny 
rzutów utworzą jednę płaszczyznę, na którój wszystkie rysunki 
"wykonać się dadzą. Zatém na téj jednój plaszezyznie, a więc 
na tablicy, reisbrecie itp. poprowadziwszy prostą poziomą, 
takową uważać możemy za oś rzutów, część płaszczyzny ry; 
sunkowćj nad osią będącą za płaszczyznę pionową rzutów, zaś 
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pod osią będącą za płaszczyznę poziomą rzutów, tak, iż zgiawszy 
napowrót płaszczyznę rysunkowa wzdłuż osi pod kątem prostym, 
otrzymamy napowrót płaszczyznę pionową i poziomą rzutów. 

Przyjmijmy teraz, że dany mamy punkt A (Fig. 9.) w 
I. ćwiartce przestrzeni (a o téj tylko zawsze, wyjąwszy szcze- 
gólnój wzmianki mówić będziemy). Z punktu tego spuściwszy 
prostopadłą na płaszczyznę pionową rzutów aż do spotkania 
się z nia w a’, punkt a’ zwie się rzutem pionowym 
punktu A (projection vertical, — die verticale Projection) ; 
spuściwszy zaś z A prostopadła na płaszczyznę poziomą rzu- 
tów aż do spotkania się z nia w a", punkt ten a” zwie się 
rzutem poziomym punktu A (projection horizontale, — 
die horizontale Projection). Prostopadłe Aa’ i Aa” zwią sie 
liniami rzucajacémi, a mianowicie pierwsza: linia 
rzucajaca pionowa, druga: rzucajaca pozioma. 

Przez te dwie prostopadłe Aa’ i Aa” przesunawszy pla- 
szezyzne Aa'a'o, ta, stojac prostopadle do obu płaszczyzn rzu- 
tów, będzie prostopadła także do osi /k ($. 2. N. 8, 19), i 
przetnie też płaszczyzny rzutów w prostych oa’ i oa”, także 
prostopadłych do /k ( $. 2, N. 24), a schodzących się z soba 
w punkcie o na osi rzutów. Obróćmy teraz (celem otrzymania 
jednój płaszczyzny rysunkowćj) płaszczyznę poziomą rzutów 
około osi tak, iżby padła w przedłużenie pionowéj, to w tym 
obrocie punkt a” zakreśli łuk promieniem oa”, zaś prosta oa” 
przyjdzie w położenie oa. Ponieważ zaś proste oa’ i oa" są 
prostopadłe do osi lk we wspólnym punkcie o, i prosta oa” 
w czasie obrotu prostopadła do lk być nie przestaje, po obro- 
cie więc obie te proste utworzą jednę prostą, prostopadłą do 
osi /k, —a następnie, ponieważ wraz z płaszczyzną poziomą rzu- 
tów rzut poziomy a” punktu A przyszedł pod oś, oba więc | 
rzuty tego punktu znajdują się na jednéj prostopadłćj do osi, 
a mianowicie rzut pionowy nad, rzut poziomy pod osią (Fig. 
$, I.). Wynika stąd nawzajem, że jeżeli dwa jakieś punkta na- 
znaczone jeden nad, drugi pod osia, mają być rzutami punktu 
w przestrzeni, to leżeć one muszą na wspólnćj prostopadłćj 
do osi rzutów. ‘ 

Aby naodwrót, mając dane rzuty punktów tj. a’ i a, zna- 
leść w przestrzeni punkt A przedstawiony tymi rzutami, wyo- 
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braźiny sobie płaszczyznę, na ktör6j one sa dane, zgieta w osi 
pod kątem prostym; następnie w a wystawmy prostopadłą do 
płaszczyzny pozioméj rzutów, zaś w a’ do pionowéj, to na 
wspélném przecięciu się tych prostopadłych będzie leżał szu- 
kany punkt A. Albo krócćj: ponieważ w prostokącie Aa'oa" 
(Fig. 9.) jest ao—Aa", zaś a'o=ao=4Aa' tj. ponieważ odle- 
głość rzutu pionowego a' od osi równa jest odległości punktu 
A od płaszczyzny poziomćj rzutów, zaś odległość rzutu pozio- 
mego a od osi równa jest odległości punktu A od płaszczyzny 
pionowój rzutów , — zatóm, mając dane rzuty a’ i a, dość 
jest jak widzimy, albo na prostopadłćj z a do płaszczyzny po- 
ziomój rzutów wystawionćj, odciąć odległość rzutu pionowego 
a' od osi rzutów, albo tóż na prostopadłćj z a' do płaszczyzny 
pionowéj rzutów wystawionćj, odciąć odległość rzutu poziome- 
go a od osi, a znajdziemy miejsce punktu 4. 

Weźmy teraz pod uwagę punkt B położony w II. ćwiart- 
ce przestrzeni, tj. między płaszczyzną pionową górną, a pozio- 
ma tylną. Z punktu tego, spuściwszy prostopadłe Bb’ i Bb" 
na płaszczyzny rzutów, będzie b' rzutem pionowym, zaś b” 
rzutem poziomym tegoż punktu. Obracając następnie płasz- 
czyznę poziomą rzutów około osi sposobem wiadomym, to jak 
wiemy, płaszczyzna pozioma tylna padnie na płaszczyznę pio- 
nową górną, i równocześnie punkt b” zakreśli tuk b'b, zaś pro- 
sta ob" po obrocie przyjdzie w położenie ob, czyli padnie 
wzdłuż ob. Oba więc rzuty punktu B znajduja się znów na 
wspólnćj prostopadłćj do osi, a prócz tego, co jest cechą 
punktów położonych w II. ćwiartce przestrzeni, oba te rzuty 
leżą nad osią, czyli na płaszczyznie pionowéj rzutów (Fig. $. 
I). Aby zaś módz odróżnić rzut pionowy od poziomego w ta- 
kim i tych podobnych przypadkach, oznaczać będziemy nadal 
zawsze rzut poziomy punktu litera małą, zaś rzut pionowy 
takąż samą literą, ale z króską u góry, podczas gdy odpo- 
wiedni tym rzutom punkt, w przestrzeni leżący, takąż, ale 
wielką literą znaczyć będziemy. A więc np. dla punktu jakie- 
goś D, położonego gdziekolwiek w przestrzeni, oznaczymy rzut 
pionowy przez d, zaś poziomy przez d. 

Prócz dwóch poprzedzających, punkt może mieć jeszcze 


_ inne położenie między płaszczyznami rzutów, i tak: 
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a) Punt C znajduje się w III. éwiartce przestrzeni, tj. mię- 


dzy płaszczyzną. pozioma tylną a pionową dolną; rzut. 


pionowy w tym razie leży pod osią, zaś poziomy nad 
osią (Fig. $, III.). 
b) Punkt D znajduje się w IV. ćwiartce przestrzeni, tj. mię- 
dzy płaszczyzną pionową dolną, a poziomą przodkową ; 
| oba rzuty punktu w tym przypadku leża pod osią rzutów 
| (Fig. 8. IV.). 

c) Punkt Æ leży na płaszczyznie pozioméj rzutów; tutaj 
sam punkt jest swoim rzutem poziomym, zaś rzut jego 
pionowy będzie na osi (Fig. $. V.). 

d) Punkt F leży na plaszezyznie pionowćj rzutów; tu znów 
sam ptnkt będzie swoim rzutem pionowym, zaś rzut jego 
poziomy będzie na osi (Fig. 8. VL); — wreszcie 

e) Punkt G leży na osi rzutów; w tém położeniu oba jego 
rzuty będą na osi w miejscu, gdzie tenże punkt leży 
(Fig. $. VIL). 

Ponieważ od kierunku prostopadłych oa’ i oa (Fig. 9.) 
względem osi, zależne są rzuty punktu, a więc i położenie 
punktu im odpowiadającego w przestrzeni, zatóm przyjąwszy 
kierunek, jaki one w I. éwiartee przestrzeni mają względem 
tójże osi, za dodatny, i oznaczywszy dla skrócenia oa', czyli 
prostą röwnajaca się odległości punkta A od płaszczyzny po- 
ziomój rzutów przez y, zaś oa czyli prostą równającą się od- 
ległości tegoż punktu od płaszczyzny pionowój rzutów przez 


x, otrzymamy : 
dla punktu w I. ćwiartce przestrzeni....... x =+, y=+ 
k s " ia See A x =—, y=+ 
A 5 M. +, wd Wise Xx —, y=— 


10 A e a r e EE x=+, y=— 
dla punktu lezacego ti plaszeryznie poziomój x =+, y=0 
š pionowéj x =0, y=+- 
zań dla: punkti. lełącego NĄ O$1++««22233:>>> x05. YED 
zadanie 2. Danym jest rzut poziomy punktu położonego 
w którćjkolwiek z cztérech ćwiartek przestrzeni, jako tóż dana 
jest odległość tegoż punktu od płaszczyzny pozioméj rzutów, — zna- 
leść rzut drugi. 
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Zadanie 3. Znaleść oba rzuty punktu leżącego na płaszczy- 
znie poziomćj rzutów, jeżeli dana jest jego odległość od płaszczy- 
zny pionowéj. 

Zadanie 4. Znaleść oba rzuty punktu leżącego na płaszczy- 
znie pionowćj rzutów, majac dana jego odległość od płaszczyzny 
poziomej. 


$. 6. 


Wyznaczenie linii prostój za pomocą rzutów. 


Z $. 4. wiemy, że rzutem prostćj na płaszczyznę jest 
prosta, i że celem znalezienia takowego, dość poszukać rzu- 
tów dwóch punktów na prostéj danćj obranych lub danych, i 
rzuty te wreszcie ze sobą połączyć. Stósując więc tę rzecz te- 
raz do dwóch płaszczyzn rzutów, jeżeli daną jest w prze- 
strzeni prosta MN (Fig. ®.), obieramy na nićj dwa punkta 
np. Ai B, i szukamy ich rzutu tak poziomego jak pionowe- 
go, a prosta mn łącząca ich rzuty poziome a i b będzie po- 
ziomym, zaś m'n' łącząca ich rzuty pionowe, będzie rzutem 
pionowym prostéj MN. 

Obróciwszy nakoniec płaszczyznę pozioma rzutów około 
osi tak, iżby przyszła w położenie płaszczyzny pionowój, to 
rzuty powyższe przedstawia się nam jako dwie proste, leżące 
jedna nad, druga pod osią (Fig. A©. I). Aby zaś nie być 
w wątpliwości, która z tych prostych jest rzutem pionowym, 
a która poziomym, oznaczać będziemy podobnie, jak przy rzu- 
tach punktu uczyniliśmy, rzut pionowy dwoma literami małć- 
mi ale kreskowanémi, zaś poziomy takiómiż, ale bez krések. 

Przez proste rzucające Aa i Bb (Fig. ©.) przesunawszy 
jednę, zaś przez Aa‘ i Bb‘ przesunawszy drugą płaszczyznę , 
pierwsza z nich będzie prostopadłą do płaszczyzny poziomćj 
tzutöw, czyli będzie rzucającą poziomą, druga zaś bę- 
dzie prostopadłą do płaszczyzny pionowéj rzutów, czyli będzie 
rzucającą pionową. Że zaś każda z nich przechodzi za- 
razem przez prostą daną MN, wypada stąd, że mając dane 
rzuty ab’, ab (Fig. 40.) prostój AB położonćj w przestrzeni, 
możemy znaleść zawsze takową, przesunąwszy przez a%' pła- 
szczyznę prostopadła do płaszezyzny pionowój rzutów, zaś 
przez ab płaszczyznę prostopadła do płaszczyzny poziomćj, a 
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wspólne przecięcie się tych dwóch płaszczyzn będzie miejscem 
szukanóm prostéj AB. 


1% 


2. 


Z figury $ mamy jeszcze następujące ważne wnioski: 
Punkt leżący na prostéj danéj np. B ma swoje rzuty na 
rzutach tójże prostćj, tj. b’ leży na m’n‘, zaś b na mn. 
Aby mieć rzuty punktu należącego do prostéj danéj w 
przestrzeni, dość do osi rzutów poprowadzić prostopadłą 
przecinającą rzuty prostój, a przecięcia te będą rzutami 
punktu na prostéj danćj leżącego. 


. Jeżeli prosta jest ograniczonój długości, to rzuty jéj sa 


ograniczone rzutami dwóch jéj punktów końcowych. 


. Aby przez dwa punkta, których rzuty sa dane, poprowa- 


dzić prostą, czyli wyznaczyć jéj rzuty, łączymy rzuty 
pionowe obu punktów ze sobą, zaś poziome ze sobą pro- 
stemi, które będa rzutami prostéj żądanćj. 

Ponieważ prosta dana w przestrzeni może mieć rozmaite 


położenie względem płaszczyzn rzutów, więc tóż i jéj rzuty 
względem osi mogą być rozmaicie ułożone. I tak: 


1. 


Jeżeli prosta dana AB jest prostopadła do płaszczyzny 
poziomćj rzutów, wtedy jéj rzut pionowy będzie prostopa- 
dłym do osi i równym co do długości samójże prostćj 
AB, poziomy zaś będzie punktem (Fig. #0, 1L.). 


„ Jeżeli prosta dana AB jest prostopadłą do płaszczyzny 


pionowćj rzutów, wtedy znów rzut poziomy będzie prostopa- 
dłym do osi i równym co do długości prostój danéj, a 
poziomy punktem (Fig. A©. IIL.). 


. Jeżeli prosta AB jest równoległą do płaszczyzny pozio- 


mój rzutów, wtedy rzut jéj pionowy będzie równoległym 
do osi, zaś poziomy będzie względem tójże osi pod kątem 
równym kątowi, jaki prosta dana w przestrzeni tworzy 
z płaszczyzną pionową rzutów, a prócz tego będzie on 
równym co do długości tójże prostćj danéj (Fig. 40. IV.). 


. Jeżeli prosta AB jest równoległą do płaszczyzny piono- 


wój rzutów, wtedy znów rzut poziomy będzie równoległym 

do osi, pionowy zaś będzie względem tćjże osi pod kątem 

równym katowi, jaki prosta dana w przestrzeni tworzy 

z płaszczyzna poziomą rzutów, a prócz tego będzie on 

równym co do długości tójże prostéj danój (Fig. AO. V.). 
2 
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5. Jeżeli prosta AB jest równoległa do osi rzutów czyli do 
obu płaszczyzn rzutów, natenczas oba jéj rzuty są równo- 
ległe do osi, i oba są równe co do długości prostćj da- 
néj w przestrzeni (Fig. £0, VL.). 

6. Jeżeli prosta leży na jednéj z płaszczyzn rzutów, wtedy 
na téj płaszczyznie sama jest swoim rzutem a więc i swo- 
ja długością prawdziwą, drugi zaś jéj rzut leży na osi 
(Fig. 10, VII). 

T. Jeżeli prosta leży na osi rzutów, oba jéj rzuty leżą także 
na osi (Fig. 40, VII.). 

8. Jeżeli prosta AB przechodzi przez punkt na osi, to i jéj 
rzuty oba przez tenże punkt przechodzić muszą (Fig. #0, IX). 

9. Jeżeli prosta AB jest prostopadła do osi rzutów, wtedy 
oba jéj rzuty tworzą jedne prostopadłą do osi (Fig. A©, X.). 

10. Jeżeli prosta AB leży w II. ćwiartce przestrzeni tj. mię- 
dzy płaszczyzną pionową górną a poziomą tylna, wtedy oba 
jéj rzuty leżą nad osią rzutów (Fig. 4©, XI.). 

11. Jeżeli prosta AB znajduje się w III. éwiartce przestrzeni 
tj. między płaszczyzną poziomą tylną a pionową dolną, 
wtedy jéj rzut poziomy będzie nad-, zaś pionowy pod osią 

` (Fig. 20, XII). 

12. Jeżeli prosta AB leży w IV. ćwiartce przestrzeni tj. mię- 
dzy płaszczyzną pionową dolną a poziomą przodkowa, na- 
tenczas oba jéj rzuty leżą pod osią rzutów (Fig. 4©, XII). 
Uzasadnienie wszystkich tych przypadków zostawia się 

uczącym. 

Uwaga. Jeżeli, jak to w trzech ostatnich przypadkach 
miało miejsce, rzut poziomy prostéj przypada nad osią, a więc 
na płaszczyznie pionowćj rzutów, albo rzut pionowy pod osią, 
a więc na plaszezyznie poziomćj rzutów, wtedy rzuty te, jako 
leżące nanieodpowiednich sobie płaszczyznach, króskami znaczymy. 

Zadanie 5. Prosta prostopadła do płaszczyzny poziomćj rzu- 
tów a długości 2“, jest od płaszczyzny pionowćj o 11/4” odległa, 
dolny zaś jéj koniec od płaszczyzny poziomćj o 3/,* odległym; 
nakróślić jéj rzuty. 

Zadanie 6. Prosta długości 2'/,” a prostopadła do plaszezy- 
zny pionowćj rzutów, jest od płaszczyzny poziomćj o 13/4 odle- 


gla, koniec jéj zaś bliższy płaszczyzny pionowćj jest od téjze o 0° 
odległy; aakrćślić jéj rzuty. 
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Zadanie 7. Prosia długości 2”, a równoległa do osi rzutów: 
leży od płaszczyzny poziomćj rzutów w odległości 11/,, zaś od 
pionowćj w odległości 1/,; nakrćślić jéj rzuty. è 

Zadanie 8. Prosta długości 1'/, leży od płaszczyzny pio- 
now!j rzutów w odległości 13/4”, i tworzy z płaszczyzna pozioma 
rzutów kat 300 (450, 600 itp.); nakréslié jéj rzuty, wiedząc jeszcze, 
że dolny jéj koniec od płaszczyzny poziomćj rzutów leży w odle- 
głości 21/4". 

Zadanie 9. Cztćry proste poziome, każda długości 21/4", 
których jeden koniec ma wspólny rzut poziomy dla wszystkich, 
tworza z płaszczyzna pionowa rzutów katy 00, 221/40, 30°, 450; 
pierwsza z nich leży na plaszezyznie poziomćj rzutów, każda zaś 
nastepna leży od tójże płaszezyzny o !/,‘ dalćj, niźli poprzedzają- 
ca; nakróślić rzuty tych prostych. 


87. 
Rzuty punktu i prostéj na trzech ptaszezyznach. 


Jak z jednego rzutu nie można nie o kształcie, wielko- 
ści i położeniu przedmiotu w przestrzeni powiedzieć, tak znów 
zachodzą, acz rzadko, przypadki, gdzie i dwa rzuty do tego 
nie wystarczają. I tak widzieliśmy w §. poprzedzającym , że z 
dwóch rzutów danych prostćj, można łatwo położenie jćj w prze- 
strzeni wynaleść, a sposób ku temu podany da się we wszyst- 
kich wypadkach zastósować, wyjąwszy przypadek przytoczony 
pod N. 9. a mianowicie ten, gdy prosta jest prostopadłą do 
osi rzutów. W tym bowiem razie położenie prostćj w przestrze- 
ni, mimo danych jéj dwóch rzutów, będzie nicoznficzoném, bo 
jakiekolwiek będzie jéj pochylenie względem jednćj z płaszczyzn 
rzutów , byleby ona była prostopadłą do osi, zawsze oba jéj 
rzuty będą w wspólnym punkcie prostopadłe do osi. Aby wiee 
w takim przypadku prostą dokładnie za pomocą jéj rzutów wy- 
znaczyć, używamy jeszcze trzecićj płaszczyzny rzutów, prosto- 
padiéj do obu poprzednich, a zwanój płaszczyzną pomo- 
enicza (die Hilfsebene, — plan auxiliaire) i na nićj wykre- 
$lamy rzut prostéj. My nadal jednak płaszczyznę tę, dla od- 
różnienia od innych płaszczyzn pomocniczych, zwać będziemy 
płaszczyzną boczną, rzut zaś na nićj rzutem bocznym. 

Zacznijmy atoli najprzód od rzutów punktu na trzy pła- 
szczyzny rzutów, a mianowicie od pokazania, jak z danych rzu- 
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tów pionowego i poziomego, można znaleść rzut boczny pun- 
ktu. Dane niech więc będą trzy płaszczyzny rzutów, pozioma I, 
(Hig. 44.), pionowa II, i boczna III przecinająca się z po- 
ziomą w prostéj by, zaś z pionową w prostéj bz, i punkt dany 
A w przestrzeni. Z punktu tego poprowadziwszy linie rzuca- 
jące do każdćj z tych trzech płaszczyzn, otrzymamy jego rzut 
poziomy a, pionowy a’, boczny zaś a”. Przez linie rzucające 
Aa i Aa‘ przesuńmy następnie jednę, przez Aa’ i Aa” drugą, 

zaś przez Aa i Aa“ trzecią płaszczyznę, to jak wiemy pierw- 
sza z nich tj. Aa'ao będzie prostopadłą do ba, i przetnie pła- 
szezyzne Ii II w prostych a'o i ao także prostopadłych do 
be, druga tj. Aa'o'a" będzie prostopadłą do bz i przetnie pła- 
szczyznę II i III w prostych ao i o'a” także prostopadłych 
do bz, wreszcie trzecia tj. Aa'o'a będzie prostopadłą do by i prze- 
tnie płaszczyznę I i III w prostych ao” i a”o” prostopadłych 
do by. Obróćmy teraz płaszczyznę I, tj. poziomą około ba, 
zaś III tj. boczną około bz i to tak, iżby każda z nich przy- 

szła w przedłużenie pionowéj, to skutkiem tego obrotu wszy- 
stkie trzy płaszczyzny rzutów utworzą nam jednę płaszczyznę 
rysunkową (Fig. #%.), na któréj rzut pionowy i poziomy tj. 
aia’ będą leżały na jednéj prostopadłćj do osi bæ, którą w 
tym razie nazywać będziemy osią główną, i podobnież znów 
boczny z pionowym będą leżały na jednój prostopadłćj do osi 
bz, która znów nazywać będziemy osią boczną. Że zaś w pro- 
stokącie Aa'ao (Fig. AA.) jest Aa'=ao, zaś w prostokącie 
Aa'o'a' jest ęda'=o'a", zatóm a'o'=ao tj. odległość rzutu 
bocznego od osi bocznój równa się odległości rzutu poziomego 
od osi gléwnéj, a stąd wypada, że aby z danych rzutów po- 
ziomego i pionowego (Fig. 4%.) znaleść rzut boczny, potrzeba 
tylko na prostopadłćj, z rzutu pionowego do osi boeznéj po- 
prowadzonéj, odciąć po drugiéj stronie tójże osi część równą 
odległości rzutu poziomego od osi głównój, a koniec tój pro- 
stopadłćj będzie rzutem bocznym punktu. 

Obrót płaszczyzny bocznój można jeszcze inaczćj wyko- 
nać, a mianowicie obrócić ją najprzód około by tak, iżby 
przyszła w przedłużenie pozioméj, a następnie obie razem o- 
brócić około ba tak, ażeby przyszły w przedłużenie pionowćj 
W skutek takiego obrotu płaszczyzna boczna leżeć teraz bę- 
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dzie pod osią główną (Fig. f4B.), rzut zaś boczny punktu bę- 
dzie na jednćj prostopadłćj do osi bocznój wraz z rzutem po- 
ziomym, i to, ponieważ Aa=a' (Fig. Af.) i Aa=a'o" czyli 
a'o=a'o", będzie on w takićj odległości od osi bocznćj, w ja- 
kiéj jest rzut pionowy od osi głównćj. Nadal jednak, mówiąc 
o rzucie bocznym, rozumieć go zawsze będziemy nie w tóm, 
lecz w powyzszém określeniu. 

Konstrukeya szukania rzutu bocznego na rysunkach wy- 
konywa się zwykle w sposób następujący: nakreśliwszy gdzie- 
bądź oś boczna prostopadle do osi głównój, z danych dwóch 
rzutów a‘ i a (Fig. £4.), spuszczamy do niéj prostopadłe ad 
i ad, następnie promieniem cd z punktu c zataczamy łuk aż 
do g, stąd zaś króślimy prostopadłą do osi głównój aż do 
przecięcia: się z przedłużoną ab w punkcie a”, który jest 
szukanym rzutem bocznym punktu a'a. 

Tak wiedząc, jak się znajduje rzut boczny punktu z da- 
nych rzutów poziomego i pionowego, łatwo teraz zastósować 
rzecz te do prostćj. Mając bowiem dana prostą, tj. dany jéj 
rzut poziomy i pionowy, szukamy rzutów bocznych dwóch 
punktów na nićj danych lub obranych sposobem powyżćj wska- 
zanym, a prosta łącząca takowe będzie rzutem bocznym pro- 
stój danćj. Zastosujmy to do przypadku, dla któregośmy ko- 
nieczną potrzebę użycia płaszczyzny bocznój uznali, czyli do 
prostéj prostopadłćj względem osi rzutów np. a'b‘, ab (Fig. 46.). 
W jakićjkolwiek od rzutów danych odległości prowadzimy oś 
boczną, szukamy następnie punktów a“ i b”, czyli rzutu bo- 
cznego punktów a'a i bb, a prosta a'b” będzie rzutem bocz- 
nym prostej danćj. Z rzutu tego bocznego, ponieważ prosta 
sama będąc prostopadła do osi, jest tóm samóm równoległą 
do płaszczyzny bocznćj, widzimy, że prosta dana rzutami a’b‘,ab 
jest pochyloną do płaszczyzny pozioméj pod katem równym 
kątowi, jaki rzut a'b' tworzy z osią główna, lub do płaszczy- 
zny pionowéj rzutów pod kątem równym katowi, jaki tenże 
rzut a“b” tworzy z osią boczna, a prócz tego jeszcze rzut 
a'b' jest prawdziwą wielkością prostćj danéj ($. 6. N. 3 i 4). 

Konieczność użycia płaszczyzny bocznéj, celem wyznacze- 
nia położenia prostéj w przestrzeni, zachodzi także wtedy, gdy 
prosta leży wprawdzie jakkolwiek względem osi rzutów, alę 
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natomiast w plaszezyznie prostopadłój do tójże osi. W tym 
bowiem razie oba jéj rzuty sa także prostopadłe do osi, a 
mając takowe dane, z pomocą nich, położenia prostćj w prze- 
strzeni wyznaczyć nie można, ale użytą być musi również pla- 
szczyzna boczna, na którćj rzut tój prostćj wykreślony, wska- 
że nam jéj położenie między płaszczyznami rzutów. Przykłady 
tego wskazują nam figury 16. i 49. 

Uwaga. Aby znaleść rzut boczny prostćj, powiedzieli- 
śmy, że obrać trzeba na niéj dwa punkta, i poszukać ich rzu- 
tów bocznych. Ta rzecz atoli nie tyczć się prostéj, którćj oba 
rzuty są prostopadłe do osi, gdyż w tym razie rzuty tych 
punktów na rzutach prostéj muszą być wyraźnie dane, i z po- 
mocą tychże anie innych punktów, rzutu bocznego prostój szu- 
kać należy. Wypada stąd jak widzimy, że prosta dana dwoma 
rzutami prostopadłymi do osi, jest wtedy tylko wyznaczoną co 
do położenia, jeżeli są dane dwa punkta na nićj leżące. 

Zadanie 10. Majac dany rzut boczny i pionowy punktu lub 
prostćj, znaleść ich rzut poziomy. 

Zadanie 11. Majac dany rzut boczny i poziomy punktu lub 
prostćj, znaleść ich rzut poziomy, 

Zadanie 12. Nakróślić rzut boczny prostój w każdym z przy- 

padków podanych w paragrafie 6. 


$ 8. 
Ślady linii prostej. 


Śladami (die Spur, — une trace) prostéj nazywamy 
punkta, w których się prosta przecina z płaszczyznami rzutów. 
Punkt przecięcia się prostćj z płaszczyzną pozioma rzutöw zwie 
się śladem poziomym prostćj (die horizontale Spur,— 
trace horyzontale), zaś punkt przecięcia się prostćj z płaszczy- 
zną pionową, zwie się śladem pionowym prostćj (die 
verticale Spur, — trace verticale). 

Zależnie od położenia względem płaszczyzny rzutów, 
prosta może mieć dwa, jeden, lub nie mieć żadnego śladu. I tak, 
jeżeli prosta jest równoległa do płaszczyzny poziomój lub pionowéj 
rzutów, to ma tylko jeden ślad, a mianowicie, w pierwszym 
razie pionowy, w drugim poziomy; jeżeli jest prostopadła do 
płaszczyzny poziomćj lub pionowćj rzutów, wtedy w pierwszym 
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mzie ma ślad tylko poziomy, w drugim tylko pionowy ; wreszcie 
jeżeli prosta jest równoległą do osi rzutów, natenczas żadnego 
śladu nie ma, nie przecina się bowiem z żadną z płaszczyzn 
rzutów, jako od nich równoległa. 

Aby mając dane rzuty prostéj a‘b‘,ab (Fig. A$) znaleść 
np. jéj ślad poziomy, uważmy, że punkt ten leżeć musi na 
płaszczyznie poziomćj rzutów i na prostćj danćj, a więc, że 
rzut jego pionowy h' leżeć musi na osi rzutów (§ 5. Lit. c.) 
i na rzucie pionowym prostćj ($ 6. Wnios. 1.), czyli na ich 
wspólnóm przecięciu; co się tyezć rzutu poziomego, to ten 
znów z rzutem pionowym Ah‘ musi być na wspólnćj prostopa- 
dłój do osi rzutów, a Ze także leżeć ma na rzucie poziomym 
ab prostéj danćj, a więc bedzie w ich wspölnem przecięciu, 
tj. w punkcie A, któryto punkt jest zarazem śladem poziomym 
prostéj danćj. 

W podobnyż sposób wyznaczymy także ślad pionowy 
prostéj, a mianowicie, skoro ten punkt ma leżeć i na płaszczy- 
znie pionowój rzutów i na prostéj danćj, zatém rzut jego po- 
ziomy v musi być na osi i na rzucie poziomym prostéj, czyli 
w punkcie ich przecięcia się z soba; co się zaś tyczć jego 
rzutu pionowego, to ten znów musząc leżeć i na prostopadłćj 
do osi rzutów, przez v poprowadzonćj, i na rzucie pionowym 
prostéj, leżeć musi w ich wspélném przecięciu tj. w punkcie v’, 
któryto punkt jest zarazem śladem pionowym szukanym. 

Czytamy stąd: Aby znaleść ślad poziomy pro- 
stój, przedłużamy rzut jéj pionowy aż do prze- 
cięcia się z osią, i z punktu tak otrzymanego 
prowadzimy prostopadtadotéjze osi ażdoprze- 
cięcia się zrzutem poziomym prostéj wpunkcie, 
który będzie śladem poziomym żądanym. Zaś, 

Aby znaleść ślad pionowy prostćj, przedłu- 
żamy rzut jéj poziomy aż do osi, i z punktu tak 
otrzymanego prowadzimy prostopadłą do tójże 
osi aż do przecięcia sięzrzutem pionowym pro- 
stój w punkcie, który będzie śladem pionowy m. 

Wniosek. Jak, mając dane rzuty prostéj, możemy znaleść 
jéj ślady, tak znów, mając dane ślady prostćj, łatwo nakrćślić 
jéj rzuty, a tém samém prostą tę wyznaczyć; Ślady bowiem 
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prostéj są dwoma punktami na prostéj leżącymi. I tak, jeżeli 
(Fig. 48) dane sa ślady A i v’ prostéj, a chcemy nakrćślić 
jéj rzuty, prowadzimy przez hiv’ prostopadłe hh‘ i vv’ do osi, 
a następnie prowadzimy prostą hw’, która będzie pionowym, 
i hv, która będzie poziomym śladem prostój szukanćj. 

Zadanie 13. Znaleść ślady prostćj leżacćj w II, HI lub 
TV ćwiartce przestrzeni, i określić, gdzie w kazdém z tych położeń 
prosta przecina sie z płaszczyznami rzutów. 

Zadanie 1%. Znaleść ślady prostćj tak réwnolegléj jak pro- 
stopadłćj do płaszczyzny pozioméj lub pionowćj rzutów. 

Zadanie 15. Ile ma śladów prosta leżąca na jednćj z pla- 
szczyzn rzutów i jak się je znajdzie? 

Zadanie 16. Nakrćślić rzuty prostćj, mając dane oba jćj 
ślady albo nad osią rzutów, albo pod osia, albo też pionowy ślad 
pod osią, zaś poziomy nad osią, i określić położenie tych prostych. 

Zadanie 17. Nakrćślić rzuty prostćj w I ćwiartce przestrzeni 
ale tak, iżby oba jéj ślady przypadły nad osią rzutów, albo pod osią. 
Podany wyżćj sposób znalezienia śladów prostćj wystarcza 

we wszystkich możliwych położeniach prostój, przytoczonych 
w § 6., wyjąwszy znów przypadku, gdy prosta leży w pła- 
szezyznie prostopadłćj do osi rzutów, czyli gdy oba rzuty pro- 
stój leżą w jednój prostopadłój do osi. W tym razie ślady te 
znaleść możemy za pomocą rzutu bocznego prostój, a to w spo- 
sób następujący : 

Mając prostą dana ab‘,ab (Fig. 4%), szukamy najprzód 
jéj rzutu bocznego a'b"; następnie biorac pod uwagę tylko 
płaszczyznę boczną i pionową, postępujemy z rzutami na nich 
będącymi według reguły podanćj dla płaszczyzn poziomój i pio- 
nowćj, tj., aby znaleść ślad pionowy prostéj danćj, przedłużamy 
jéj rzut boczny aż do spotkania się z osią (boczną) w punkcie 
v”, z punktu tego wyprowadzamy prostopadłą do osi (bocznéj) 
aż do spotkania się z rzutem pionowym prostćj w punkcie v’, 
który będzie śladem pionowym prostéj danéj. Chcąc zaś znaleść 
ślad poziomy tćj prostéj, należałoby, albo poszukać najprzód 
jéj rzutu na płaszczyznie bocznéj ale obróconćj około osi w prze- 
dłużenie płaszczyzny poziomój, i z tymi dwoma rzutami tj. bo- 
cznym i poziomym postąpić jak poprzednio, albo tóż, co łatwo 
uzasadnić, dość jest przedłużyć rzut boczny aż do przecięcia 
się z osią w punkcie c, następnie z punktu o promieniem oc 
zatoczyć łuk aż do A”, i wreszcie z A” wystawić prostopadłą 
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do oh‘ aż do przecięcia się z rzutem poziomym prostéj w punkcie 
h, który jest szukanym śladem poziomym. 

Zadanie 18. W plaszczyznie prostopadłćj do osi leży pro- 
sta przecinająca płaszczyznę pionową górna i pozioma tylna, albo 
téż poziomą przodkowa i pionową dolna, nakrćślić rzuty tćj prostćj 
i wyznaczyć jéj ślady. 

Zadanie 19. Znaleść ślady prostćj prostopadiéj do osi 
rzutów. 

Zadanie 30. Znaleść ślad boczny prostćj prostopadłćj do 
osi rzutów, a leżacćj w II, III lub IV ćwiartce przestrzeni. 
Uwaga. Dla uproszczenia konstrukcyi w zadaniach osta- 

tnich korzystnóm jest, zamiast króślić oś boczną w jakićjkolwiek 
odległości od rzutów prostéj, nakróślić takową na rzutach prostćj, 
czego przykład wskazuje figura @@, a następnie postąpić, jak 
powyżćj wskazano. 

Jak śladu poziomego i pionowego, tak samo również 
szuka się śladu bocznego, czyli punktu przecięcia się prostćj 
danéj z płaszczyzna boczną rzutów. I tak: 

Zadanie 21. Dane są rzuty prostćj, znaleść jéj 
ślad boczny. 

Mając dane np. rzuty a%',ab prostój AB (Fig. 84), 
szukamy jéj rzutu bocznego a'b*, co najłatwićj zrobić, poszu- 
kawszy rzutów bocznych śladu poziomego i pionowego, tj. a“ 
i b”, i takowe ze soba połączywszy. Biorąc następnie pod 
uwagę rzut boczny a”b“ i pionowy a%', postępujemy z nimi 
w sposób podobny, w jaki postępowaliśmy przy szukaniu śladu 
poziomego lub pionowego, tj., aby znaleść ślad boczny téj pro- 
stój, przedtuzamy jéj rzut pionowy aż do osi (bocznćj) tj. do 
punktu c' i z punktu tego króślimy prostopadłą do tćjże osi 
aż do przecięcia się z rzutem bocznym w punkcie c”, który 
jest śladem bocznym żądanym. Ponieważ ślad ten wypadł 
u nas na płaszczyznie pionowćj, łatwo więc z tego wyrozumieć, 
że sama prosta spotyka się z płaszczyzną boczną dopiero na 
jéj przedłużeniu poza płaszczyzna pionową, a nad płaszczyzną 
poziomą rzutów. 


Zadanie 22. Nakróślić rzuty prostéj, ktéréj ślad poziomy 
i pionowy leża oba albo nad osią, albo oba pod osią; albo téż po- 
ziomy nad, zaś pionowy pod osią; wyznaczyć następnie ich ślad bo- 
czny i określić położenie tych prostych miedzy płaszczyznami rzutów. 
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Wzajemne położenie dwóch prostych w przestrzeni 
i układ ich rzutów. 


Dwie proste w przestrzeni mogą być w trojakióm wzgle- 
dem siebie położeniu. Są one albo 1) do siebie równoległe, 
albo 2) przecinają się wzajemnie, albo wreszcie 3) ani są do 
siebie równoległe, ani się tóż nie przecinają. Chodzi więc o to, 
jakie położenie rzuty dwóch prostych w każdym z tych trzech 
przypadków zajmują względem siebie na płaszczyznach rzutów, 
i jak na odwrót z danych rzutów dwóch prostych można wnio- 
skować o wzajemnóm położeniu w przestrzeni tychże prostych. 

Co do Igo. Twierdzenie: Jeżeli dwie proste w przestrze- 

"ni są do siebie równoległe, to i ich rzuty odpowiednie są także 
do siebie równoległe. 

Aby mieć rzuty poziome danych dwóch prostych AB i 
CD (Fig. @%.), przesuwamy przez nie płaszczyzny rzucające 
poziome, a przecięcia tychże z płaszczyzną poziomą rzutów , 
tj. proste ab i cd, będą rzutami poziomymi tychże prostych 
(§ 4.). Ponieważ zaś te płaszczyzny rzucające są do siebie 
równoległe, a dwie płaszczyzny równoległe przecięte trzecią 
(tj. poziomą) dają przecięcia do siebie równoległe ($2. N. 20), 
zatém musi być ab || cd. Podobnież dowieść można, że rzuty 
pionowe ab' i c'd' tychże prostych będą także równoległe, 
jako proste przecięcia płaszczyzn rzucających pionowych przez 
proste AB i CD przesuniętych, z płaszczyzną pionową rzutów. 
Wynika stąd, 1) że mając nakróślić rzuty dwóch prostych ró- 
wnoległych, króślimy ich rzuty pionowe równolegle do siebie, 
zaś poziome do siebie (Fig. %%.); i 2) że jeżeli nawzajem 
jest ab || ed i ab‘ || c'd/, to proste AB i CD w przestrzeni, ty- 
mi rzutami przedstawione, są do siebie równoległe. 

Wyjątek od téj ostatnićj reguły stanowić mogą dwie 
proste leżące w płaszczyznach prostopadłych do osi rzutów, a 
dla których dwie pary rzutów w tój mierze nie wystarczają. 
Rzuty te bowiem, mimo że są do siebie równoległe, należeć 
przecież mogą do dwóch prostych nierównoległych, a o tóm 
dopiéro przekonać się można z trzecićj pary rzutów tj. z rzu- 
tów bocznych, które w razie równoległości dwóch prostych w 
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przestrzeni, także muszą być do siebie równoległe, — w prze- 
ciwnym zaś razie przecinać się z sobą będą. Przykłady tego 
wskazane są na figurach 84. i 25. 

Co do 290. Twierdzenie. Jeżeli dwie proste w przestrze- 
ni wzajemnie sie przecinają, to ich rzuty odpowiednie także się 
przecinają, a punkta pr: zecięć tych rzutów leżeć muszą na wspól- 
nój prostopadłćj do osi, 

Ponieważ punkt przecięcia się dwóch prostych AB i CD 
w przestrzeni jest wspólnym dla obu prostych, rzuty więc 
jego leżeć muszą na odpowiednich rzutach obu prostych, a mia- 
nowicie, jego rzut poziomy leżeć musi równocześnie na rzucie 
poziomym jednćj i drugićj prostćj, a więc w punkcie m (Fig. 86.) 
ich przecięcia się z sobą, zaś rzut pionowy na ich rzutach 
pionowych, tj. w punkcie m‘. Ze zaś m’ i m są rzutami je- 
dnego i tego samego punktu M, bo dwie proste tylko w je- 
dnym punkcie przecinać się mogą, zatóm leżeć one muszą na 
wspölnej prostopadłćj do osi. 

Co do 399. Jeżeli wreszcie dwie proste nie są do siebie 
równoległe, ani się tóż przecinają, to ich obie pary rzutów także 
ani są do siebie równoległe, ani się tóż przecinać mogą w punktach 
leżących na jednéj prostopadłćj do osi. Mogą więc być bądźto tylko 
rzuty pionowe, bądź tóż tylko poziome do siebie równoległe, 
mogą także rzuty pionowe ze sobą, a poziome ze sobą prze- 
cinać się wzajemnie, byle nie w punktach na jednéj prostopa- 
dłój do osi leżących, a mimo tego proste takie w przestrzeni 
nie są równoległómi, ani się tóż z sobą przecinają. 


Zadanie 23. Nakróślić rzuty dwóch prostych do siebie ró- 
wnoległych, a leżacych w I., II lub IH. ćwiartce przestrzeni. 
Zadanie 24. Nakróślić rznty dwóch prostych przecinających 
sie z sobą, tak jednak, iżby rzuty punktu przecięcia leżały oba 
pod osią, albo oba nad osia, albo rzut poziomy nad, zaś pionowy 

pod osią rzutów, i wykazać, gdzie te proste leżą. 


$ 10. 
Wyznaczenie płaszczyzny na dwóch płaszczyznach rzutów. 


W § 2. N. 2. powiedzieliśmy, że płaszczyzna za pomocą 
trzech punktów nieleżacych w jednéj prostćj, albo za pomocą 
prostój i punktu zewnątrz nićj leżącego, albo wreszcie za po- 
mocą dwóch z sobą się przecinających lub do siebie równole- 
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głych prostych jest dokładnie oznaczoną. Ponieważ zaś zna- 
my już sposoby wyznaczania położenia punktów i linij zapo- 
mocą rzutów, rzuty więc ktéréjkolwiek z powyższych cztórech 
rzeczy na płaszczyznie obranych zupełnie wystarczą, ażeby po- 
łożenie tójże płaszczyzny względem płaszczyzn rzutów wyzna- 
czyć. Atoli przedstawienie płaszczyzny za pomocą trzech jéj 
punktów, albo za pomocą prostój i punktu, nie da nam ja- 
snego pojęcia o jéj położeniu w przestrzeni; przedstawienie 
zaś płaszczyzny za pomocą dwóch prostych, gdziekolwiek na nićj 
obranych, nie jest korzystnóm, samo bowiem wyznaczenie tych- 
że prostych wymaga cztórech rzutów. Gdy zaś to jest obo- 
jetném, gdzie te dwie proste na płaszczyznie danćj obie- 
rzemy, obieramy je więc w takióm położeniu, w jakiém na 
obu płaszczyznach rzutów najłatwićj nakreślone być mogą. 
Takiémi prostémi są proste przecięcia się płaszczyzny danćj 
z płaszczyznami rzutów; takowe bowiem nietylko są dostate- 
cznómi do przedstawienia płaszczyzny, ale zarazem dozwalają 
nam jednym rzutem oka rozpoznać położenie płaszczyzny przez 
nie oznaczonćj. Proste te zowią się śladami płaszczyzny 
(traces d'une plan, — die Spuren der Ebene), a mianowicie, 
prosta przecięcia się płaszczyzny danéj z płaszczyzną po- 
ziomą rzutów, zowie się śladem poziomym płaszczy- 
zny, zaś z płaszczyzną pionową, — śladem pionowym 
płaszczyzny, a wreszcie, w razie użycia także płaszczyzny 
bocznćj rzutów, prosta przecięcia się płaszczyzny danćj z pła- 
szezyzna boczną, zwać się będzie jój śladem bocznym, 

A więc mając obie płaszczyzny rzutów i płaszczyznę P 
daną w przestrzeni (Fig. @@.), przedłużamy ja az do przecię- 
cia się z płaszczyznami rzutów, a otrzymamy stąd dwie pro- 
ste przecięcia się tj. p' i p, z których pierwsza jest śladem 
pionowym płaszczyzny, druga jój śladem poziomym, obie zaś 
proste tj. oba ślady przecinają się czyli schodzą się z so- 
bą na osi w punkcie O. Obróciwszy następnie płaszczyznę po- 
ziomą rzutów tak, iżby przyszła w przedłużenie płaszczyzny 
pionowćj, czyli iżby obie płaszczyzny rzutów utworzyły jednę 
płaszczyznę rysunkowa, oba ślady p' i p przedstawią sie nam 
jako dwie proste pochylone do siebie (Fig. 88$.), a przecina- 
jące się z sobą w jednym punkcie na osi, — i takoweto dwie 
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proste naodwrót zawsze za ślady płaszczyzny uważać będziemy. 
Ślady te oznaczać nadal będziemy literami małómi jednobrzmią- 
cómi z litera, oznaczająca nam płaszczyznę w przestrzeni; a 
więc np. dla płaszczyzny Q w przestrzeni leżącćj oznaczymy 
ślady przez gq i q' itp. 

I nawzajem, ażeby ze śladów danych mieć należyte wyo- 
brażenie o położeniu saméj płaszczyzny względem płaszczyzn 
rzutów, należy przedstawić sobie płaszczyznę rysunkową zgięta 
w osi pod kątem prostym, tj tak, iżby z tego napowrót po- 
wstały obie płaszczyzny rzutów prostopadle do siebie stojące, — a 
następnie przez ślady dane pomyśleć sobie przesuniętą płaszczyznę. 

W miarę położenia, jakie płaszczyzna dana w przestrzeni 
zajmuje między płaszczyznami rzutów , ślady jéj będą miały 
kierunki rozmaite względem osi rzutów, i tak : 

1. Jeżeli płaszczyzna jest prostopadła do płaszczyzny piono- 
wój rzutów, ślad jéj poziomy będzie prostopadły do 
osi, zaś pionowy pochyły (Fig. 29, L.). 

2. Jeżeli płaszczyzna jest prostopadłą do płaszczyzny pozio- 
mój rzutów, to znów ślad jćj pionowy będzie prostopadły 
do osi, zaś poziomy povhyly (Fig. 89, 11.). 

3. Jeżeli płaszczyzna jest prostopadłą do obu płaszczyzn rzu- 
tów a więc tém samóm do osi, oba jéj ślady będa pro- 
stopadłe do osi rzutów (Fig. %9, TIL). 

4. Jeżeli płaszczyzna jest równoległą do płaszczyzny piono- 
wój rzutów, wtedy śladu pionowego nie będzie, poziomy 
zaś będzie równoległy do osi rzutów (Fig. 8%, IV.). 

5. Jeżeli płaszczyzna jest równoległą do płaszczyzny pozio- 
méj rzutów, ślad jćj pionowy będzie równoległym do osi, 
śladu zaś poziomego nie będzie (Fig. 99, V.). 

6. Jeżeli płaszczyzna jest równoległa do osi rzutów, wtedy 
oba jéj ślady będą także równoległe do osi (Fig. 8%, VL.). 

7. Gdyby płaszczyna przechodziła wzdłaż osi rzutów , wten- 
czas obadwa ślady sa na osi rzutów (Fig. 8%, VIL); 
w takim jednak razie ślady te dwa, jako schodzące się w 
jednę prostą, nie wystarczają do wyznaczenia położenia 
płaszczyzny, lecz musi być- danym jeszcze ślad jéj trze- 
ci p” tj. boczny. 

8. Jeżeli płaszczyzna jakakolwiek znajduje sie w II. ćwiartce 
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przestrzeni, tj. między płaszczyzną pionową górną a po- 
ziomą tylną, oba jój ślady znajdować się będą nad osią 
rzutów (Fig. 89, VII). 

9. Jeżeli płaszczyzna leży w III ćwiartce przestrzeni, tj. 
między płaszczyzną poziomą tylną a pionowa dolną , wte- 
dy jej ślad poziomy będzie nad, zaś pionowy pod osią rzu- 
tów (Fig. 8%, IX.); wreszcie : 

10. Jeżeli płaszczyzna leży w IV ćwiartce przestrzeni, tj. 
między płaszczyzną pionową dolną a poziomą przodkowa, 
natenczas oba jéj ślady leżeć będąpod osią rzutów (Fig. 99, X.). 
W podobnych razach, jak przy 8. 9. i 10., ślad piono- 

wy, jako leżący pod osią, czyli leżący na płaszczyznie pozioméj 

rzutów; albo ślad poziomy jako leżący nad osią, czyli na pła- 
szczyznie pionowéj rzutów, kreślimy nie pełnómi lecz przery- 
wanémi liniami; tak, iżby już z samego rysunku ocenić mo- 
ina, w którój przestrzeni płaszczyzna, dana śladami, się znajduje. 
Zadanie 25. Wykreślić ślady płaszczyzny badź prostopa- 
dłćj, badź równoległćj do jednćj z płaszczyzn rzutów lub do osi, 

ale leżęcćj w IL, III. lub IV. ćwiartce przestrzeni, 


§ 11. 
Wyznaczenie płaszczyzny na trzech płaszczyznach rzutów. 


Jak do wyznaczenia położenia prostćj w przestrzeni, dwa 
jéj rzuty tj. pionowy i poziomy nie zawsze wystarczają, ale w 
pomoc brać się musi trzeci jéj rzut tj. boczny, tak znów by- 
wają przypadki, gdzie dwa ślady płaszczyzny nie są dostatecz- 
ne bądźto do wyznaczenia jéj położenia w przestrzeni, a czego 
przykład widzieliśmy pod N. 7. w $. poprzedzającym, bądź 
tóż, jak późnićj zobaczymy do rozwiązywania niektórych za- 
dań, związek z płaszczyzna mających. W takich przypadkach 
uciekamy się znów do płaszczyzny bocznój, czyli do śladu bo- 
cznego. Chodzi więc teraz przedewszystkiém o to, jak z da- 
nych dwóch śladów płaszczyzny, tj. pionowego i poziomego 
znaleść można jéj ślad boczny, tj. prostą przecięcia sie téj 
płaszczyzny z płaszczyzną boczną. 

W tym celu weźmy znów trzy płaszczyzny rzutów (Fig. 80. ), 
tj. poziomą I, pionową II i boczną III; między niómi ma- 
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my dana plaszezyzue P, przecinajaca sie z plaszezyzna piono- 
wą w prostéj p', zaś z poziomą w prostćj p. Aby z tych 
dwóch prostych, czyli śladów p’ i p otrzymać ślad boczny p“, 
dość zauważyć, że do jego wynalezienia potrzebne nam są tyl 
dwa punkta, które na płaszczyznie danćj, i na płaszczyznie 
bocznój równocześnie leżą. Takimi atoli punktami są: punkta, 
który otrzymamy, przedłużywszy p' aż do przecięcia się z osią 
OZ, i punkt b, otrzymany z przecięcia się przedłużonego $la- 
du p z osią OY. Punkt bowiem np. a, leżąc na śladzie p’ pła- 
Szczyzny, leży tém samém na plaszezyznie P; leżąc zaś na 
osi bocznój, leży także na płaszczyznie bocznéj, — czyli jest 
punktem przecięcia się płaszczyzny P z płaszczyzną boczną. 
Jeżeli teraz płaszczyznę boczną obrócimy około osi OZ, a 
poziomą około osi OY tak, iżby przyszły w przedłużenie pio- 
nowój, wtedy punkt a jako leżący na osi obrotu, zostanie na 
swojóm miejscu, zaś punkt b, zatoczywszy łuk ze środka O 
promieniem Ob, leżeć będzie na przecięciu się tegoż łuku 
osią OY, która po obrocie płaszczyzny bocznćj przyjdzie na 
przedłużenie osi OX. Połączywszy wreszcie punkta a i b ze 
sobą, otrzymamy ślad boczny żądany. 
Czytamy więc stąd: chcąc z danych dwóch śladów p'i p 
(Fig. BA.) płaszczyzny, znaleść jéj ślad boczny, przedłużamy 
takowe aż do przecięcia się z osią boczną w punktach a i b, 
to punkt a będzie punktem należącym do śladu szukanego ; 
z punktu następnie O, gdzie się przecinają obie osie, zatoczy- 
wszy łuk promieniem Ob aż do przecięcia się z przedłużoną 
osią główną, otrzymamy drugi punkt tj. b“, należący również 
do śladu szukanego, i który więc połączony z punktem a da 
nam prostą p” jako ślad boczny płaszczyzny danéj. 
W podobnyż sposób postąpić należy się także, jeżeli idzie 
o wyznaczenie śladu poziomego, z danych pionowego i boczne- 
go, lub tóż o wyznaczenie śladu pionowego z danych poziome- 
go i bocznego. 
Zadanie 26. Znaleść ślad boczny płaszczyzny prostopadłćj 
do płaszczyzny poziomój lub pionowéj rzutów. 
Zadanie 27. Uzasadnić, dla czego płaszczyzna prostopadła 
do osi rzutów, śladu bocznego mieć nie może. 
Zadanie 28. Znaleść ślad boczny płaszczyzny równoległćj 
do jednćj z płaszczyzn rzutów, lub równoległćj do osi. 
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Zadanie 29. Mając dany ślad pionowy i boczny plaszezy- 
zny, znaleść ich ślad poziomy. 

Zadanie 30. Mając dany ślad poziomy i boczny płaszczyzny, 
znaleść jéj ślad pionowy. 

» Zadanie 31. Znaleść ślad boczny płaszczyzny, którćj oba 

ślady tworzą jedne prosta pochyła względem osi. 

Zadanie 32. Znaleść ślad boczny płaszczyzny w razie 1) 
gdy ślad jéj pionowy przecina się z osią boczną pod osią główna; 
2) gdy ślad poziomy przecina sie z osią boczna nad osią główna; 
3) gdy ślad poziomy przecina sie z osia boczna nad, zaś pionowy 
pod osią główna. 


§ 12. 


Twierdzenia tyczące się wzajemnego położenia prostej i 
płaszczyzny, jakotez dwóch płaszczyzn w przestrzeni. 


Twierdzenie |. Jeżeli prosta leży na płaszczyznie, to ślady 
jej leżą na śladach płaszczyzny. 

Mamy płaszczyznę p'Op położoną między płaszczyznami 
rzutów, a na nićj prosta AB (Fig. B®); przypuściwszy, że 
prosta ta przecina się z płaszczyzną pionowa rzutów w punkcie 
A, zaś z poziomą w B, trzeba nam dowieść, że punkt A czyli 
ślad pionowy prostój leżeć musi na śladzie pionowym płaszczy- 
zny p'Op, tj. na p, zaś ślad poziomy prostéj tj. punkt B leżeć 
musi na śladzie poziomym płaszczyzny czyli na p. 

Jakoż, ponieważ wszystkie punkta leżące na prostéj AB 
są także punktami leżącymi na płaszczyznie p'Op, zatóm i pun- 
kta, w których prosta AB przecina płaszczyzny rzutów, czyli 
jéj Ślady, są wspólną własnością prostćj AB i płaszczyzny p'Op. 
Punkta te więc leżą na płaszczyznie p'Op, a leżąc równocześnie 
na płaszczyznach rzutów jako ślady prostój AB, leżeć muszą 
na przecięciu się płaszczyzny p'Op z. płaszczyznami rzutów, 
czyli na śladach płaszczyzny. 

Wynika stąd: 1) chcąc na płaszczyznie pp (Fig. 33) 
nakróślić gdziebądź prostą , obieramy gdziekolwiek na jéj śladzie 
pionowym punkt np. a‘, zaś na poziomym punkt b, i uważając 
punkta te jako ślady prostéj, szukamy jój rzutów sposobem 
wiadomym ($ 8); 2) jeżeli ślady prostéj leżą na równoimiennych 
śladach płaszczyzny, tj. a’ na p‘, zaś b na p (Fig. BB), to 
i prosta śladami tymi wyznaczona leży na płaszczyznie. 
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Twierdzenie 2. Jeżeli prosta jest prostopadłą do płaszczyzny, | 


to rzuty jéj są prostopadłe do odpowiednich śladów płaszczyzny. 

Dana jest płaszczyzna P (Fig. 34 a) przecinająca się 
z płaszczyzną poziomą rzutów RS w prostćj p, i daną jest 
prosta AB do płaszczyzny P prostopadła, — mamy dowieść, 
że rzut poziomy prostój AB jest do p czyli do śladu pozio- 
mego płaszczyzny P prostopadłym. W tym celu pomyślmy sobie 
przez prostą AB przesuniętą płaszczyznę rzucającą poziomą 
ABab, i przypuśćmy, że ona z płaszczyzną RS przecina się 
w prostój ab, to na téj prostój, jako na śladzie poziomym 
płaszczyzny rzucającój poziomój, leży rzut poziomy prostćj AB. 
Ale płaszczyzna ABab jest także prostopadłą i do płaszczyzny 
F (§ 2. N. 8); będąc więc prostopadłą i do płaszczyzny RS 
i do płaszczyzny P, jest tém samém prostopadłą i do ich 
wspólnego przecięcia tj. do prostćj p, a stąd dalćj wypada, że 
i jéj przecięcie się z płaszczyzną RS czyli prosta ab, a więc 
rzut poziomy prostój AB, jest do p prostopadłym. 

W podobnyż sposób można znów dowieść, że rzut pio- 
nowy prostćj, prostopadłój do płaszczyzny, musi być prostopa- 
dłym do jéj śladu pionowego, wreszcie rzut boczny tćj prostćj 
prostopadłym być musi do śladu bocznego płaszczyzny. 

Wynika stąd: 1) aby na rysunku przedstawić prostą 
prostopadłą do płaszczyzny p'p (Fig. 84 b), króślimy rzut 
pionowy ab! prostćj prostopadle do śladu pionowego plaszezy- 
my tj. do p) zaś rzut poziomy ab prostopadle do śladu pozio- 
mego płaszczyzny, tj. do p; 2) jeżeli rzuty prostćj są prosto- 
padłe do odpowiednich śladów płaszczyzny, tj. jeżeli a‘b’ jest 
prostopadłe do p', zaś ab prostopadłe do p, to prosta AB 
w przestrzeni jest prostopadłą do płaszczyzny P. 

Wyjątkiem od téj reguły ostatnićj jest przypadek, gdy 
płaszczyzna jest równoległą do osi rzutów, za‘ prosta leży 
w płaszczyznie do téjze osi prostopadłćj, — w tym bowiem 
razie, jakiekolwiek będzie położenie prostój, zawsze jéj rzuty 
będą prostopadłe do Śladów płaszczyzny. Czy prosta w prze- 
strzeni zaś jest do płaszczyzny prostopadłą lub nie, przekonać 
się dopiero można za pomocą płaszczyzny boczndj, gdzie w razie 
_ prostopadłości także rzut boczny téj prostćj musi być prosto- 


padłym do śladu bocznego płaszczyzny. 
3 


http://rcin.org.pl 


- 


Er 
° 2 . z ,2 
= \ ni sprz za 

sede domach ae, ia a m 


a ee 


Twierdzenie 3. Jeżeli dwie płaszczyzny w przestrzeni są 
do siebie równoległe, to ślady ich równoimienne także do siebie 
równoległe być muszą. 

Ponieważ ślady płaszczyzn sa jak wiemy prostómi prze- 
cięcia się tychże płaszczyzn z płaszczyznami rzutów, a dwie 
płaszczyzny równoległe przecięte trzecią, dają przecięcia do 
siebie równoległe (§ 2. Nr. 20), zatém więc ślady poziome 
dwóch płaszczyzn do siebie równoległych, jako proste prze- 
cięcia się ich'z płaszczyzną poziomą rzutów, muszą być do 
siebie równoległe. Toż samo rozumieć się ma i o śladach pio- 
nowych dwóch płaszczyzn do siebie równoległych, a wreszcie 
także i o ich śladach bocznych. 

Wynika stąd: 1) chcąc nakróślić dwie płaszczyzny Pi Q 
do siebie równoległe, króślimy je tak, iżby ich ślady pionowe 
do siebie, zaś poziome do siebie były równoległe tj. iżby było 
p' równoległe do q', zaś p do q (Fig. 35); 2) jeżeli odpo- 
wiednie ślady dwóch lub wiecéj płaszczyzn są do siebie równo- 
legte, tj. jeżeli p'||q', zaś pi|q, wtedy także i płaszczyzny 
w przestrzeni tymi śladami przedstawione są do siebie równo- 
ległe tj. P|| Q. 

Wyjątkiem od tój znów reguły moga być dwie płaszczy- 
zny równoległe do osi rzutów, których ślady jako równoległe 
do osi będa tém samém i do siebie równoległe, mimo, Ze same 
płaszczyzny w przestrzeni ze sobą się przecinają. W takim razie 
równoległość dwóch par śladów nie wystarcza , lecz do stanow- 
czego orzeczenia, czy płaszczyzny tymi śladami dane są równo- 
ległe lub nie, potrzeba trzecićj pary śladów tj. bocznych , które 
jeżeli także są równoległe, to i płaszczyzny w przestrzeni są 
równoległe, jeżeli zaś przecinają się z sobą, to i płaszczyzny 
w przestrzeni przecinać się wzajemnie muszą. 


§. 13. 


, ZADANIA 
tyczące się punktu, prostćj | płaszczyzny. 


Nim przejdziemy do licznych zadań, jakie już na pod- 
stawie tego, cośmy dotychezas o punkcie, prostćj i płaszczy- 
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znie powiedzieli, jakotóż na mocy prawd solidometrycznych 
w $. 2. przywiedzionych , rozwiązać się dadzą, zwracamy 
uwagę, 1) że wyrażenie: dany jest punkt, prosta lub pła- 
szczyzna, znaczy, iż dane są rzuty punktu lub prostćj, albo ślady 
płaszczyzny; 2) że rzeczy w zadaniu dane trzeba sobie zawsze 
przedstawić w przestrzeni, daléj poszukać myślą sposobów, 
jakimiby zadanie dane rozwiązać można, tj. na mocy jakich 
prawd lub twierdzeń, a dopiéro cały niejako szkic rozwiązania 
w myśli ułożywszy, przystapié do wykróślenia zadania. Ko- 
nieczną więc tu rzeczą, umieć sobie zdać sprawę z każdego 
zadania i sposobów jego rozwiązania, czyli zrozumieć, dlaczego 
tak a nie inaczój zadanie pewne rozwiazać można, a potóm 
dopiéro przenieść rzecz na tablicę lub papier. 

Co się tyczć samego rysunku , zauważyć nam tu jeszcze 
przychodzi, co następuje : 

Rysunki, mające za przedmiot przedstawienie wielkości 
geometrycznych , złożone są z linij, które według ich różnego 
znaczenia lub położenia w przestrzeni, rozmaicie rysowane być 
muszą , chcąc, aby one nam niejako rzecz, która przedstawiać 
mają, same tłomaczyły. Pomyślmy sobie bowiem rysunek, 
z jakim późnićj często spotkać się nam przyjdzie, złożony 
z bardzo wielu linij, ale króślonych jednakowo, i bez żadnój 
odmiany, — to naturalnie, Ze z nagromadzonych tam linij 
trudno nam byłoby odgadnąć myśl i cel tego rysunku, bo 
nieuwidocznione tam linie lub ich części, które między innómi 
wybitniejsze względem oka naszego zajmują stanowisko. Że 
zaś mając dany rysunek jakiegoś przedmiotu w rzutach, rzut 
jego poziomy jest niczóm inném , jak tylko widokiem tegoz 
przedmiotu, obserwowanym przez oko bedace w bardzo wiel- 
kićj odległości pionowćj ponad płaszczyzna poziomą rzutów, 
zaś pionowy widokiem jego ale uważanym znów przez oko le- 
żące w bardzo wielkiéj odległości pozioméj przed płaszczyzną 
pionową rzutów, zatóm rzecz jasna, że skoro zależnie od tegoto 
położenia oka naszego względem przedmiotu inne jego części 
i linie patrząc nań z góry, a inne patrząc nań z poziomu wi- 
dzieć będziemy, —że więc na rzutach i to na każdym z osobna 
rzecz ta uwzględniona być powinna. 
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Aby więc rzut był wieriiyni Obrazem jakiegoś przedmiotu, 
muszą w rysunku przedewszystkiem części jego widoczne i niewi- 
doczne wyraźnie być przedstawione; do tego zaś celu służą 
następujące przyjęte sposoby : 

1) Wszystkie linie główne, tj. takie, które sa albo dane 
w zadaniu, albo są wynikiem rozwiązanego zadania, króśli 
się liniami pełnemi jeżeli sa widoczne. 

2) Linie pomocnicze, tj. linie tylko do rozwiązania zadania 
służące, znaczy się liniami punktowanemi albo krósko- 
wanemi lub także wiazanemi, tj. złożonemi naprzemian 
z punktów i krósek. 

Zadanie 33. Mając dane odległości od obu pła- 
szczyzn rzutów punktu, leżącego w którćjkolwiek z ezterech 
ćwiartek przestrzeni, wykróślić jego rzuty. 

Rozwiązanie polega na rzeczy zawartćj w $. 5. 

Zadanie 34. Prosta daną ograniczonćj długości 
podzielić na dowolną liczbę części równych. 

Niech ab, a'b' (Fig. BG.) będa rzutami prostéj ograni- 
czonój AB, którą np. na 3 części równe podzielić chcemy. 
Pomyślmy sobie prostą AB w przestrzeni, w żądany sposób po- 
dzieloną, i z punktów podziału spuszezone prostopadłe na jeden 
z jéj rzutów, to tenże rzut przez to podzielonym zostanie (podług 
znanego prawa w planimetryi) na tyleż części równych między 
sobą. Aby więc rzuty punktów podziału wyznaczyć, potrzeba 
tylko jeden z danych rzutów prostćj AB, np. a%' podzielić na 
3 równe części w punktach ec’ i d, a te będą rzutami piono- 
wymi punktów szukanych; rzuty ich zaś poziome znajdować 
się będą na przecięciu się prostopadłych do osi, z e i d' po- 
prowadzonych, z rzutem poziomym prost6j. 

zadanie 35. Prostą daną ograniczonćj długości 
podzielić na dwie części, któreby się miały do siebie w sto- 
sunku dwóch innych linij danych. 

Aby, mając dana prostą ograniczonéj długości ab'ab 
(Fig. 39.) podzielić ja np. w stósunku linij m i n, dzielimy 
odnośnie do tego, co się w poprzedzającóm zadaniu powie- 
działo, jeden z jój rzutów np. poziomy ab w danym stosunku 
(sposobem wiadomym z planimetryi), a otrzymamy rzut po- 
ziomy c punktu podziału. Rzutowi temu poszukawszy odpowie- 
dniego mu rzutu pionowego e', zadanie będzie rozwiazaném. 
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Zadanie 36. Przez | punkt dan owadsié p o- 
sta równoległą do prostćj. lant. ` di pr 
Niech ab,a‘b’ będą rzutami prostéj danćj AB, zaś m'm 

rzutami danego punktu M (Fig. 38.). Ponieważ prosta szu- 
kana ma przez punkt M przechodzić, rzuty jéj więc przez 
rzuty tegoż punktu tj. przez m'm przechodzić muszą ; gdy zaś 
prócz tego prosta ta ma być równoległa do prostéj AB, rzuty 
jéj zatóm muszą być równoległymi do odpowiednich rzutów 


prostéj danéj. Aby więc zadanie rozwiązać, należy poprowadzić 


przez m’ prostą m'd' || a'b', zaś przez m rzut md || ab, a pro- 

sta MD będzie żądaną. 

Zadanie 37. Nakréslié przez punkt dany prostą równoległa. 
do prostéj danćj, jeżeli: 

1) punkt leży w I éwiartce przestrzeni 

Dir n 

3) ” » mn Im ” ” 

4) n n nm» IV » 

5) Punkt leży na jednój z piassteysn rzutów, prosta zaś 
w którćjkolwiek z cztórech części przestrzeni i to jakkol- 
wiek, prostopadle do jednój z płaszczyzn rzutów, lub ró- - 
wnolegle. 

zadanie 38. Danym jest ślad poziomy 
zny i punkt należący do śladu pionowego, nakréslié tanio 
ślad pionowy. 
Śladem danym niech będzie prosta p, zaś A punktem danym. 

1. Jeżeli ślad dany przecina się z osią (Fig. 3®.), wtedy 

łączymy tylko punkt przecięcia się jego z osią rzutów tj. 

punkt O z punktem danym A, a otrzymamy ślad żądany 
pionowy. ` 

. Jeżeli ślad dany jest równoległym do osi rzutów, to i szu- 

kany będzie równoległym do tójże. 

8. Jeżeli punkt przecięcia się śladu danego z osią wypada 
po za granicami rysunku (Fig. &@.), w takim razie kré- 
ślimy trójkąt , którego jeden wierzchołek leży w punkcie 
danym A, drugi na osi, zaś trzeci na śladzie danym p, czyli 
trójkąt ABC; następnie prowadzimy DE || AB, EF || CB, 
zaś przez F równoległą do AC, a ta ostatnia przetnie 
DE w punkcie D, który połaczony z A da nam ślad 
żądany. 


zaś prosta w któ- 
rójkolwiek z tych- 
że ćwiartek. 


LO 
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Zadanie 39. Prze prostą daną przesunąć pła- 

S2CZyzme. 

Wiemy, że jeżeli prosta leży na płaszczyznie, to ślady 
jój leżą na śladach płaszczyzny; a więc naodwrót, jeżeli pła- 
szezyzna ma przechodzić przez prosta, to ślady jéj przechodzić 
muszą przez odpowiednie ślady prostćj. Mając więc dana pro- 
sta a‘b‘,ab (Fig. 4f.), dość jest poszukać jéj śladów a nastę- 
pnie, ponieważ przez jednę prostą da się bardzo wiele pła- 
szczyzn przesunąć, którykolwiek punkt na osi połączyć z tymi 
śladami, czyli inaczéj mówiąc, dość jest np. przez ślad pozio- 
my prostćj danćj poprowadzić jakkolwiek prostą, a ta będzie 
śladem poziomym płaszczyzny , wreszcie zaś punkt przecięcia 
się tego śladu z osią połączyć ze śladem pionowym prostéj, a 
otrzymamy ślad pionowy żądanćj płaszczyzny. 

Jeżeli prosta dana jest równoległa do jednój z płaszczyzn 
rzutów np. do pionowćj (Fig. 4%.), w takim razie, postępu- 
jąc wedle sposobu właśnie podanego, prowadzimy przez jéj 
ślad poziomy prostą jakkolwiek, a ta będzie śladem poziomym 
płaszczyzny. Aby zaś znaleść jéj ślad pionowy, potrzebujemy 
punkt przecięcia się $ladu poziomego z osią, połączyć ze śla- 
dem pionowym prostój; Ze zaś tego $ladu nie ma, czyli, po- 
nieważ ten'ślad leży na prostéj a więc i na jéj rzucie piono- 
wym w odległości nieskończenie wielkiéj, zatóm przez punkt 
wyż rzeczony na osi poprowadziwszy prostą równoległą do 
a'b', ta będzie śladem pionowym płaszczyzny, przez prostą da- 
ną przesunieté. 

Jeżeli wreszcie prosta dana jest równoległa do osi rzu- 
tów, wtedy, ponieważ każda płaszczyzna przez nią przesunięta 
będzie także do tójże, osi równoległa, chcąc ślady ktéréjkol- 
wiek z tych plaszezyzn naznaczyć, obieramy na prostéj da- 
nój ab'ab (Fig. 43.) punkt np. c'c, i przezeń poprowadzi- 
wszy inną prostą jakkolwiek, przez Ślady tój ostatnićj króśli- 
my ślady p'p płaszczyzny równolegle do osi. 

Najkrótszy atoli i najdogodniejszy sposób rozwiązania te- 
go zadania, a dający się zastosować zawsze i wszędzie, jest 
przesuwanie płaszczyzny rzucajac6j. Sposób ten jest wynikiem 
reguły ogölnej powyżćj podanćj. Mając bowiem przez prostą 
a'b'„ab (Fig. 44.) przesunać płaszczyznę , wtedy po wyszukaniu 


http://rcin.org.pl 


rp a a cal r ś u zz 


" = 


jéj Śladów, zamiast kreślenia śladu poziomego płaszczyzny 
jakkolwiek, króślimy go wzdłuż rzutu poziomego prostćj, skut- 
kiem czego ślad pionowy, (wypadający z połączenia śladu pio- 
nowego prostéj z punktem przecięcia się śladu poziomego pła- 
szczyzny z osią) będzie prostopadłym do osi, a sama plasz- 
czyzna będzie tym sposobem prostopadłą do płaszczyzny po- 
zioméj rzutów, czyli będzie rzucajaca poziomą. W ten sam 
sposób można znów nakróślić ślady płaszczyzny rzucającćj pio- 
nowój, a przechodzącćj przez prostą daną. Czytamy stąd : jeżeli 
przez prostą daną chcemy przesunąć płaszczyznę rzucającą po- 
ziomą lub pionową, to nie szukając zupełnie śladów prostój, w 
pierwszym razie ślad poziomy płaszezyzny leży na rzucie po- 
ziomym prostéj, pionowy zaś jest prostopadły do osi, w dru- 
gim razie ślad pionowy płaszczyzny leży na rzucie pionowym 
prostéj, a poziomy znów jest prostopadły do osi. 
Zadanie 40. Nakróślić ślady płaszczyzny jakićjkolwiek i 
rzucajacöj, przesunietéj 1) przez prosta leżącą w IL, III lub IV 
éwiartce przestrzeni; 2) przez prostą prostopadłą do jednéj z pła- 


szczyzn rzutów lub do osi, i 8) przez prostą pochyłą przechodząca 
przez oś rzutów. 


Zadanie <1. Des jest płaszczyzna, naleréslié 
prostą jakąkolwiek na nićj leżącą. 

Ponieważ prosta mając leżeć na płaszczyznie , ślady swoje 
mieć musi na odpowiednich śladach płaszczyzny, zatóm na 
śladzie poziomym płaszczyzny danéj obieramy „gdziekolwiek 
punkt a, zaś na śladzie pionowym punkt b (Fig. 448), a na- 
stępnie przez punkta te poprowadziwszy prostopadłe a'a i bb do 
osi, łączymy a‘ z b, zaś a z b, a prosta a’b‘, ab będzie żądaną. 

Jeżeli płaszczyzna dana jest rzucającą np. poziomą, wtedy 
jój ślad poziomy będzie zarazem rzutem poziomym każdćj pro- 
stój na téj płaszczyznie leżącćj, rzutem pionowym zaś będzie 
prosta jakkolwiek nad osią rzutów nakréslona. 

Ponieważ każdy ze Śladów płaszczyzny jest zarazem 
prostą, na tój płaszczyznie leżącą, zatóm potrzebując na pła- 
szczyznie danćj nakróślić jakąkolwiejk prostą , najkrótszą jest 
rzeczą obrać zamiast tego którykolwiek z jéj śladów, przyczem 
uważać należy, że glad poziomy płaszczyzny sam jest swoim 
rzutem poziomym, a rzut jego pionowy leży na osi, zaś ślad 
pionowy jest sam swoim rzutem pionowym , a rzut jego pozio- 
my leży na osi, 
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Zadanie 42. Dana jest płaszczyzna i jeden 
zrzutów prostćj leżącćj na téj płaszczyznie; znaleść rzut drugi. 
Niech p'p będą śladami płaszczyzny danćj (Fig. 45) i 

niech będzie danym np. rzut poziomy ab prostéj na tój pła- 
szczyznie leżacćj, mamy znaleść rzut jéj pionowy. Ponieważ 
ślad poziomy prostój AB równie na rzucie danym, jak i na 
śladzie p leżeć musi, otrzymamy go więc, przedłużywszy rzut 
poziomy prostćj aż do przecięcia się w a ze śladem p. Ponie- 
waż następnie punkt b, w którym się rzut dany prostćj prze- 
cina z osią, jest rzutem poziomym śladu pionowego prostćj, 
sam więc ślad pionowy prostćj musi leżeć na prostopadłćj z b 
do osi wyprowadzonćj, a musząc leżeć równocześnie i na śladzie 
` p', będzie leżał w ich przecięciu tj. w b’. Tak mając teraz oba 
ślady prostćj wyznaczone, łatwo nakrćślić jéj rzut żądany. 

Zadanie 43. Nakréslié ślady płaszczyzny, któ. 
raby przez punkt dany przechodziła. 

Mając przez dany punkt w przestrzeni przesunąć płaszczy- 
znę, prowadzimy przez tenże punkt jakąkolwiek prostą, a przez 
tę prosta przesuwamy płaszczyznę podług zadania 39. 

Zadanie 44. Nakróślić rzuty punktu, któryby 
leżał na płaszczyznie danćj. 

Na płaszczyznie danćj króślimy jakąkolwiek prostą a ka- 
żdy punkt na tćj prostćj obrany będzie punktem leżącym na 
płaszczyznie. A więc, mając płaszczyznę p'p (Fig. 46), kré- 
ślimy na niéj prostą jakąkolwiek, np. a‘b‘,ab (Zad. 41), zaś 
na tćj prostéj obieramy gdziekolwiek punkt ee, d'd itd., 
a każdy z nich będzie punktem żadanym. 

Jeżeli płaszczyzna dana jest rzucającą np. pionową (Fig. 
49), to rzut pionowy każdego punktu na nićj leżącego, znaj- 
duje się na śladzie pionowym płaszczyzny, zaś poziomy gdzie- 
kolwiek na prostopadłćj do osi. Rzecz ta jest wynikiem zadania 41. 


Zadanie 45. Nakróślić rzuty punktu, leżącego na płaszczy- 
znie równoległćj do jednéj z płaszczyzn rzutów lab do osi. 


Zadanie 4G. Dang jest płaszczyzna i jeden z 
rzutów punktu na nićj leżącego; znaleść jego rzut drugi. 
Mając daną płaszczyznę p'p (Fig. 48) i rzut poziomy a 

punktu na tój płaszczyznie leżącego, a chcąc znaleść jego rzut 
pionowy, prowadzimy przez a rzut poziomy prostćj jakiéjkolwiek 
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leżącego na płaszczyznie danćj, i szukamy odpowiedniego jéj rzu- 
tu pionowego (Zad. 42), to na przecięciu sie tegoż z prostopadłą ` 
do osi z a wyprowadzoną, będzie leżał rzut pionowy punktu 
tj. a’. 

Zadanie 47. Przez punkt dany prprowadzić 
prostą równoległą do płaszczyzny dolnćj. 

Na płaszczyznie danćj nakreśliwszy jakąkolwiek prostą, 
zaś przez punkt dany prostą do nićj równoległa, ta ostatnia 
będzie równoległą i do samójże płaszczyzny ($2. N. 11). A więc 
mając dane ślady płaszczyzny p'p i rzuty punktu a'a (Fig. 49) 
kreślimy na płaszczyznie prose e'd,cd (Zad. 41), zaś PORE 
a'a do niéj równoległą tj. a'g' || c'd' zaś ag || ed, a prosta ag ‚ag 
będzie żądaną. 

Krócój zadanie to można rozwiązać, zważywszy, że skoro 
ślad np. poziomy płaszczyzny tj. p jest także prostą leżąca na 
płaszczyznie , którój rzut pionowy leży na osi, zatém dość jest 
przez rzut poziomy punktu tj. przez a (Fig. &@) poprowadzić 
prostą równoległą do śladu poziomego płaszczyzny, zaś przez 
a’ równoległa do osi, a rzuty te dwa a'g,ag będą rzutami 
prostéj równoległój do płaszczyzny danćj p'p. Podobnież zada- 
nie rozwiązać można , obrawszy ślad pionowy płaszczyzny tj. ps 
jako prostą na tójże płaszczyznie leżąca i przez a'a poprowa- 
dziwszy do niego równoległa a‘b’,ab. 

Zadanie 48. Przez punkt dany poprowadzić prosta równo- 
legła do płaszczyzny równoległćj lub prostopadłćj do jednéj z pła- 
szczyzn rzutów. 

Zadanie 49. Przez dwie proste przecinające się 
z sobą przesunąć płaszczyznę. 

Ponieważ płaszczyzna ma przechodzić przez dwie proste, 
ślady jéj zatóm muszą przechodzić przez ślady obu prostych, 
a mianowicie, Ślad pionowy płaszczyzny szukanćj musi prze- 
chodzić przez ślady pionowe, zaś ślad poziomy przez ślady po- 
ziome prostych. danych. A więc mając dane rzuty dwóch pro- 
stych tj. ab,ab i e'd'cd (Fig. 54.) przecinających się z so- 
bą w punkcie g'g, szukamy ich śladów pionowych i poziomych, 
‘a następnie łaczymy ślady pionowe ze soba, zaś poziome ze 
soba, to linie łączące będą śladami szukanćj płaszczyzny, a 
jako takie spotkać się muszą z sobą na osi. 
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Jako jeden z ważniejszych przypadków tego zadania we- 
amy następujący: Obie proste dane AB i CD (Fig. 5%.), 
przecinające się z sobą, przechodzą przez oś rzutów, mamy 
przez nie przesunąć płaszczyznę. 

Ponieważ wszystkie ślady danych prostych leża w tym 
razie na osi, zatóm i oba ślady płaszczyzny szukanéj zejda się 
z osią, a leżąc w ten sposób na jednój linii, nie wystarczają , 
do wyznaczenia położenia płaszczyzny. Aby temu zaradzić, po- 
trzeba znaleść glad boczny téjze płaszczyzny. Ślad ten atoli 
znajdziemy zważywszy, że skoro płaszczyzna szukana przecho- 
dzac przez oś rzutów jest tóm samóm prostopadłą do płasz- 
czyzny bocznój, czyli jest rzucającą boczna, zatóm na jéj śla- 
dzie bocznym leżeć muszą rzuty boczne obu prostych, i na- 
wzajem , — na rzutach bocznych tych prostych leżeć musi jéj 
ślad boczny. Że zaś wystarczy poszukać rzutu bocznego tylko 
dla jednój z danych prostych, gdyż rzuty boczne obu prostych 
zejdą się z soba, zatóm przez punkt np. O na osi przesuwa- 
my oś boczną, a następnie szukamy rzutu bocznego m” pun- 
ktu m'm, wspólnego obu prostym danym; połączywszy wre- 
szcie O z m”, prosta Om" będzie rzutem bocznym obu pro- 
stych danych i zarazem śladem bocznym p“ żądanćj płaszczyzny. 


Zadanie SO. Przesunać płaszczyzne przez dwie proste, jc- 
Żeli: 1) jedna z nich leży jakkolwiek, zaś druga równolegle do 
jednéj z płaszczyzn rzutów; 2) jedna z prostych jest równoległa 
do pionowćj, druga zaś do poziomćj płaszczyzny rzutów; 3) jedna 
z prostych leży jakkolwiek, druga równolegle do osi; 4) obie pro- 
ste leżą w ktéréjkolwiek, lub té% jedna w innćj, druga w innćj 
ćwiartce przestrzeni; 5) obie proste leża gdziekolwiek i sa do sie- 
bie równoległe; 6) jedna z prostych przechodzi przez oś rzutów, 
druga zaś jest równoległa lub prostopadła do jednćj z płaszczyzn 
rzutów lub do osi. 


zadanie 51. Przez dwie proste równoległe do 
siebie przesunąć płaszczyznę. 

Szukamy śladów danych dwóch prostych, i przez ślady te 
prowadzimy ślady płaszczyzny, które naturalnie zejść się z sobą 
muszą na osi rzutów. 

Zadanie 52. Przez dwie proste równoległe do 
siebie i do osi przesunąć płaszczyznę. 

Dane są dwie proste AB i CD (Fig. 58.) równoległe 
do siebie i do osi. Dla znalezienia w tym razie śladów pła- 
szezyzny, a która naturalnie także będzie równoległa do osi, 


ka 
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szukamy rzutów bocznych danych prostych, a następnie ich 
śladów bocznych ; rzuty te atoli a'b” i cd“ będą punktami, 
a więc zarazem i śladami bocznymi tych prostych. Połączywszy 
te ślady ze soba, otrzymamy ślad boczny płaszczyzny szu- 
kanéj tj. p”, a mając takowy łatwo, jak to z rysunku widać, 
znaleść ślady p i p. 

Zadanie 53. Przez trzy punkta dane, nie leżące 
w jednéj prostćj przesunąć płaszczyznę. 

Połączywszy jeden z punktów danych z dwoma innymi, 
otrzymamy stąd dwie proste, przecinające się z sobą, przez 
które sposobem wiadomym (Zad. 49.) przesunąwszy płaszczy- 
znę, ta będzie żądaną. Albo tóż, łączymy jeden punkt dany z 
drugim, a otrzymamy stąd linią prostą; do téj prostéj przez 
trzeci punkt króślimy prostą równoległa, i przez te równoległe 
wreszcie przesuwamy płaszczyznę. 

Zadanie 54. Przez trzy punkta przesunąć płaszczyzne, jeżeli 
1) jeden z nich leży na płaszczy znie poziomćj rzutów, drugi na 
pionowćj , trzeci na osi; 2) każden z nich leży w innćj ćwiartce 
przestrzeni. 

Zadanie 55. Przez prostą daną i punkt zewnątrz 
niéj leżący przesunąć płaszczyznę. 

Na prostćj danćj obrawszy gdziekolwiek punkt i poła- 
czywszy go z punktem danym, otrzymamy stąd prostą przeci- 
nającą się z prostą daną, z któremito dwiema prostemi po- 
stąpiwszy jak powyżćj (Zad. 49.), otrzymamy płaszczyznę żą- 
daną. Albo tóż krócćj: przez punkt dany prowadzimy prostą 
równoległa do prostéj danéj, a przez te dwie równoległe prze- 
suwamy płaszczyznę. 

Zadanie 56. Przesunać płaszczyzne przez prosta i punkt, 
jeżeli 1) prosta leży na jednéj z płaszczyzn rzutów, punkt zaś na 
drugićj; 2) prosta leży w innéj, zaś punkt w inndj éwiartee 
przestrzeni itp. 

Zadanie 57. Przez punkt dany przesunąć pła- 
szczyznę równoległą do płaszczyzny danćj. 

Na płaszczyznie danćj nakreśliwszy dwie proste jakiekol- 
wiek, zaś przez punkt dany dwie do nich równoległe, przez 
te dwie ostatnie proste przesuwamy płaszczyznę , która będzie 
żądana ($. 2. N. 12.). A więc, majac dany punkt m'm (Fig. 54.) 
i ślady p'p płaszczyzny P, króślimy najprzód dwie proste ja- 
kiekolwiek na téj płaszczyznie leżące (Zad. 41.), tj. proste 
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 ab,ab i c'd',ed, następnie przez punkt m'm prowadzimy 


kt || ab i fig || ed‘ zaś kł||ab i fg||cd, a nareszcie przez 
ślady tych dwóch nowych prostych przesuwamy ślady płasz- 
czyzny q'q, która będzie żądana, — a jeżeli rysunek dobrze 
wykonany, wtedy ślady płaszczyzny znalezionćj g'g muszą być 
równoległe do śladów płaszczyzny danéj ($. 12. Tw. 3.) tj. 
musi być q'||p' zaś q || p. 

Albo krócój: przez punkt dany a'a (Fig. 55.) króślimy 
próstą ab',ab równoległą do śladu poziomego płaszczyzny 
danćj (Zad. 41), a następnie przez ślad pionowy téj prostéj 
tj. przez b’ prowadzimy q'||p', zaś przez punkt O na osi pro- 
wadzimy q||p, a plaszezyna g'g bedzie żądaną. 

Naturalna rzeczą, że w podobnyż sposób można przez 
punkt a'a poprowadzić prostą równoległą do śladu pionowego 
płaszczyzny danćj i postąpić dalój, jak poprzednio, — a jeżeli 
rysunek dobrze wykonany, to Ślady płaszczyzny w ten znowu 
sposób znalezionćj, muszą paść na ślady q'q. 


Zadanie 58. Przesunać płaszczyznę równoległa do płasz- 
czyzny danćj przez punkt, jeżeli 1) punkt leży w którćjkolwiek 
z cztórech ćwiartek przestrzeni, zaś płaszczyzna dana jest równo- 
legła lub prostopadła do jednćj z płaszczyzn rzutów lub do osi; 
2) punkt leży na jednćj z płaszczyzn rzutów, zaś płaszczyzna w 
ktéréjkolwiek z cztórech ćwiartek przestrzeni, itp. 


Zadanie 59. Przez punkt dany poprowadzić 
płaszczyznę równoległą do dwóch prostych danych przeci- 
nających się z sobą. 

Przez punkt dany króślimy dwie proste równoległe do 
dwóch prostych danych i przez te dwie równoległe przesuwa- 
my płaszczyznę, a ta będzie żądaną. 

Zadanie GO. Przez prostą daną przesunąć pła- 
szczyznę równoległą do innćj prostćj danćj. 

Na prostćj danćj, przez którą mamy przesunąć plaszezy- 
znę, obieramy gdziekolwiek punkt i przezeń prowadzimy pro- 
sta równoległą do drugićj prostéj danćj ; otrzymamy stąd dwie 
proste przecinające się z soba, przez które przesunięta płaszczy- 
zna będzie żądana. 

Zadanie 61. Przez jedne prostą przesunąć plaszezyzne ró- 
woolegla do drugićj, jeżeli 1) pierwsza z nich leży na plaszezyznie 


poziomój rzutów, druga na pionowéj lub na osi; 2) pierwszą jest 
równoległa do osi, druga do jednéj z płaszczyzn rzutów, itp. 


Zadanie G2. Znalesé przecięcie się dwóch pła- 
szczyzn danych. 
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Dwie plaszezyzny przecinaja sie z soba zawsze w jednéj 
prostéj. Aby takową znaleść, dość zauważyć, Ze ta prosta przecię- 
cia się jest linią wspólną dla obu płaszczyzn, czyli leżącą równocze- 

"śnie na obu płaszczyznach danych. Mając więc dane ślady 
dwóch płaszczyzn Pi Q (Fig. %6.), i chcąc znaleść rzuty 
prostéj przecięcia, to, ponieważ ta prosta ma leżeć równocześnie 
tak na jednéj jak drugićj płaszczyznie, ślady jéj zatóm muszą 
leżeć na odpowiednich śladach obu płaszczyzn, czyli, śląd jéj 
pionowy musi leżeć tak na p’ jak i na g’, a więć w ich wspól- 
ném przecięciu tj. w punkcie b', zaś podobnież ślad jéj pozio- 
my musi leżeć równocześnie na gi p, a więć w punkcie a. 
Wiedząc w ten sposób, gdzie leżą ślady prostćj szukanćj, po- 
trafimy nakróślić jéj rzuty, czyli: z punktu b', gdzie przecinają 
się ślady pionowe obu płaszczyzn danych, spuściwszy prostopa- 
dig b'b do osi, zaś z punktu a, gdzie się przecinają ich ślady po- 
ziome , nakróśliwszy drugą prostopadłą a'a, łączymy a! zb‘, zaś 
a z b, a prosta a’b’,ab będzie żądaną. 

Szczegółowe a ważniejsze przypadki tego zadania moga 
być następujące : 

1) Jedna z płaszczyn danych np. P (Fig. &9.) jest ró- 
wnoległą do płaszczyzny poziomćj rzutów. 

Ponieważ w tym razie prosta przecięcia się płaszczyzn 
Pi Q będzie równoległa do śladu poziomego q, gdyż dwie 
płaszczyzny równoległe (tj. P i pozioma rzutów, przecięte trze- , 
cią (tj. Q) dają przecięcia do siebie równoległe, — zatóm z 
punktu b', gdzie się przecinają ślady pionowe spuściwszy pro- 
stopadłą bb do osi, zaś przez b poprowadziwszy ab || g, otrzy- 
mamy rzut poziomy prostćj szukanéj; Ze zaś jéj rzut piono- 
wy musi być równoległym do rzutu pionowego śladu q czyli 
do osi ię wąs winien przez b', padnie tóm samém na ślad p’. 

2) Ślady poziome lub pionowe obu płaszczyzn przecinających 
się z sobą, są: a) do siebie równoległe , lub té b) Preemę 
sie wzajem, ale po za granicami rysunku. 

Co do a). Jeżeli np. ślady poziome dwóch płaszczyzn 
pp i g'g (Fig. %8) są do siebie równoległe, zaś pionowe 
przecinają się z sobą w punkcie b', wtedy podług reguły 
ogólnćj, którąśmy wyżćj uzasadnili, z punktu b“ spuszczamy 
prostopadłą bb do osi, i łączymy punkt b z punktem, w któ- 
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rym się przecinają ślady poziome p iq, a otrzymamy rzut 
poziomy prostéj szukanćj. Że zaś te ślady przecinają sie % 80- 
ba w nieskończoności, jako do siebie równoległe, zatóm rzut 
poziomy ab linii przecięcia się płaszczyzny Pi Q, a przecho- 
dzący przez b, przetnie się z tymi śladami także w nieskończo- 
ności, czyli będzie do nich równoległym; sama więc prosta 
przecięcia się płaszczyzny Pi Q jest równoległa do plaszezy- 
my poziomćj rzutów, skoro nie ma śladu poziomego , a jako 
taka, będzie miała swój rzut pionowy równoległy do osi, i na- 
turalnie przez b’ idący. 

Co do b). Jeżeli np. ślady poziome płaszczyzn p'p iqq 
(Fig. 59.) mimo pochyłości do siebie nie przecinają się w 
granicach rysunku, wtedy do wyznaczenia rzutów linii prze- 
cięcia mamy tylko jeden punkt, a mianowicie a'a, w którym 
się przecinają ich ślady pionowe p' i q‘. Aby zaś drugi a ko- 
nieczny punkt tój linii wyznaczyć, postępujemy w sposób na- 
stępny : obie płąszczyzny dane przecinamy trzecią jakąkolwiek, 
a najdogodniéj | ik R, równoległa do płaszczyzny pio- 
nowćj rzutów. Płaszczyzna ta przetnie się z płaszczyznami p'p 
i q'q w dwóch prostych e’d\,ed i e'f',ef, których punkt wza- 
jemnego przecięcia tj. bb jest, jak łatwo udowodnić, drugim 
punktem do szukanéj linii należącym; polaczywszy go zatóm 
z punktem aʻa otrzymamy prostą Zadana. 

Albo inaczéj. Znając jeden punkt tj. a'a (Fig. GO) na- 
leżący do linii przecięcia się dwóch płaszczyzn p'p i qq, a 
będący punktem przeciecia-sie lich śladów poziomych, przeci- 
namy jednę z płaszczyzn danych, a więc np. g'g płaszczyzną 
r'r równoległa do p'p, a otrzymamy stąd prostą e'd,cd, Po- 
nieważ zaś dwie płaszczyzny równoległe p'p i r'r przecięte trze- 
cią q'q, dać muszą przecięcia do siebie równoległe, zatóm przez 
punkt aʻa poprowadziwszy prostą a'b',ab równolegle do c'd',cd, 
prosta ta będzie Zadana. 

3) Tak ślady poziome jak pionowe obu płaszczyzn przeci- 
nających się z sobą, są albo: a) do siebie równoległe, albo b) 
przecinają się wzajem, ale po za granicami rysunku. 

Co do a). Przypadek taki zdarzyć się może przy dwóch 
płaszczyznach równoległych do osi rzutów, np. p'p i q'q (Fig. GA.). 
Ponieważ w takiém położeniu płaszczyzn danych, prosta ich 
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przecięcia a więc i rzuty takowéj są równoległe do osi, zatém 
wystarcza mieć tylko jeden punkt, przez który ona ma prze- 
chodzić. Aby zaś tenże znaleść, przecinamy obie płaszczyzny 
dane Pi Q trzecią jakąkolwiek np. R, i szukamy prostćj 
przecięcia się płaszczyzny R z P, a potóm R z Q, skąd otrzy- 
mamy dwie proste b'd;bd i ef',ef; te dwie proste przetną 
się z sobą w punkcie c'e, przez który prosta a'c, ac, równole- 
gle do osi poprowadzona, będzie prostą szukaną. Punkt bowiem 
c'e leżąc równocześnie na dwóch prostych powyżćj rzeczonych, 
leży tém samém na płaszczyznach Pi Q, a jako taki jest pun- 
ktem do ich wzajemnego przecięcia należącym. 

Krócćj ten przypadek rozwiązać można, przeciąwszy obie 
płaszczyzny P i Q płaszczyzną R prostopadłą do jednój z pła- 
szezyzn rzutów, — a jeszcze krécéj, poszukawszy ich śladów 
bocznych i przez punkt przecięcia się tychże , poprowadziwszy 
równoległą do osi rzutów. 

Co do b). Jeżeli obie pary śladów dwóch płaszczyzn p'p 
i q'q (Fig. 62.) mimo pochyłości do siebie nie przecinają się 
wzajem w granicach rysunku , wtedy przeciąwszy obie płaszczy- 
zny dane najprzód płaszczyzną R równoległą do płaszczyzny 

pozioméj rzutów, a następnie znów płaszczyzną S równoległą 
' do płaszczyzny pionowéj rzutów, otrzymamy sposobem powyżój 
(pod 2) wskazanym punkta a'a i bb należące do prostćj szu- 
kanego przecięcia, które tylko wreszcie połączyć z sobą należy. 

4) Wszystkie ślady danych dwóch płaszczyzn schodzą się 
w jednym punkcie na osi rzutów. 

Dane są dwie płaszczyzny p'p i q'ą (Fig. 63), ślady ich 
schodzą się w punkcie b* na osi. Aby znaleść prostą ich prze- 
cięcia, szukamy śladów bocznych p” iq", a mając takowe 
postępujemy dalćj sposobem wiadomym, tj. z punktu a”, gdzie 
przecinają się ślady boczne, spuszezamy prostopadłą a'a“ do 
osi (bocznój), toż samo z punktu db’, gdzie przecinają się ślady 
pionowe, prostopadłą bb"; łączymy a” z b”, zaś a’ zb, a 
otrzymamy stąd rzut boczny i rzut pionowy prostćj przecięcia 
danych dwóch płaszczyzn. Aby zaś mieć jój rzut poziomy, 
dość poszukać rzutu poziomego a, odpowiadającego rzutom 
punktu a'a”, i punkt ten połączyć z punktem b przecięcia się śladów 
poziomych płaszczyzn danych, a otrzymamy stąd rzut poziomy ab. 
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5) at poziomy z pionowym tak jednój jak drugićj pła- 
szczyzny leżą na przedłużeniu wzajemnóm i wszystkie przecinają 
się w jednym punkcie na osi rzutów. 

Dane są dwie płaszczyzny p'p i q' (Fig. 64), których 
ślady tworzą dwie proste krzyżujące się w punkcie o na osi. 
Rzut pionowy prostój przecięcia się tych dwóch płaszczyzn, 
jako tóż i jéj rzut poziomy przechodzić musi przez punkt o, jako 
punkt przecięcia się ich śladów pionowych ze sobą, a po- 
ziomych ze sobą. Aby prostą tę wyznaczyć co. do kierun- 
ku, przesuńmy płaszczyznę rr równoległą do qg, i uważmy, 
że ponieważ dwie płaszczyzny równoległe q'q i r'r przecięte 
trzecią p'p dać muszą przecięcia do siebie równoległe, zatém 
prosta szukana równoległą być musi do prostćj przecięcia pła- 
szczyzn g'g i r'r. Ze zaś rzuty téj ostatnićj prostéj będą oba 
prostopadłe do osi (oba jéj ślady są w punkcie a’), zatém i 
rzuty prostćj szukanćj muszą być także prostopadłe do osi, a 
że prócz tego przechodzić muszą przez punkt o, będą więc oc’, 
oc. Wykreśliwszy wreszcie rzut boczny téj prostéj, a który jak 
wiemy, równoległym być musi do rzutu bocznego prostój prze- 
cięcia się płaszczyzn p'p i rf, otrzymamy prostą przecięcia 
szukaną, wyznaczoną dokładnie co do położenia. 


, Zadanie 63. Znaleść prosta przeciecia dwóch płaszczyzn, 
z których 1) jedna jest równoległa do płaszczyzny pozioméj, druga 
do pionowćj rzutów; 2) jedna jest równoległa do jedndj z płasz- 
czyzn rzutów, druga zaś prostopadła; itp. 


Zadanie 64%. Przez punkt dany poprowadzić 
prostą równoległą do dwóch płaszczyzn danych. 


Przez punkt dany prowadzimy prostą równoległa do pro- 
stój, w którój się obie dane płaszczyzny wzajem przecinają, a 
ta będzie żądaną, tj. szukamy najprzód rzutów przecięcia się 
obu płaszczyzn danych, zaś przez rzuty: punktu danego kró- 
ślimy rzuty prostćj równoległe do rzutów prostéj przecięcia. 


Zadanie 85. Na płaszczyznie dané przez punkt , 
na nićj leżący poprowadzić prostą równoległą do jednéj 
z płaszczyzn rzutów. 

Jeżeli prosta szukana ma być równoległa np. do pła- 


szezyzny pozioméj rzutów, to uważając ja jako prostą przecię- 
cia się płaszczyzny danéj z płaszczyzną przez punkt dany ró- 
wnolegle do płaszczyzny poziomój rzutów przesuniętą , będzie 
ona tém samém równoległą do śladu poziomego płaszczyzny 
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danćj ($. 2. Nr. 20). A więc, mając dana płaszczyznę p'p 

(Fig. 65) i punkt na nićj dany a'a, prowadzimy przezeń pro- 

sta ad równolegle do śladu poziomego płaszczyzny, zaś a'd“ 

równolegle do osi, a otrzymamy prostą a'd’, ad jako szukaną. 

Zadanie GG. Znalesé punkt przecięcia się pro- 
stój danćj z płaszczyzną daną. 

Przecięciem się płaszczyzny z linią prostą jest punkt. 
Aby go znaleść, przez prostą daną przesuwamy płaszczyznę 
jakąkolwiek, ta przetnie się z płaszczyzną daną w linii prostćj, 
a gdzie ta prosta przecina się z prostą dana, tam będzie punkt 
szukany. Mając więc dane ślady płaszczyzny P i rzuty prostćj 
AB (Fig. 66), szukamy śladów prostéj AB i przez takowe 
kreślimy ślady płaszczyzny jakiéjkolwiek R; następnie szukamy 
przecięcia się płaszczyzny R z płaszczyzną daną P (Zad. 62), 
będzie niém prosta c'd',ed. Rzuty t6j prostćj przetną się z od- 
powiednimi rzutami prostéj ab,ab w punktach e' i e, które 
będa rzutami szukanego punktu przecięcia się prostćj AB z pła- 
szczyzną daną P, i które naturalnie wypaść muszą na jednój 
prostopadłćj do osi rzutów. 

Albo krócćj: Przez prostą dana AB (Fig. 6%) przesu- 
wamy płaszczyznę nie jakąkolwiek , ale rzucającą np. poziomą 
(Zad. 39, Fig. 44), to ślad jéj poziomy r pójdzie po rzucie 
poziomym prostćj tj. po ab, pionowy zaś r“ będzie prostopadły 
do osi. Płaszczyzna ta R z płaszczyzną P przetnie się w pro- 
stój e/d’,cd, rzut zaś pionowy tój prostćj z rzutem ab* prze- 
tnie się w e‘, który będzie rzutem pionowym punktu szukanego. 
Aby mieć także jego rzut poziomy, dość z e' spuścić prosto- 
padłą do osi aż do przecięcia się z ab w punkcie e, a punkt 
e'e będzie żądanym. 

Gdyby płaszczyzna dana p'p (Fig. @S) była równoległą 
do osi, zaś prosta dana ab,ab gdyby leżała w płaszczyznie 
prostopadłój do tójże osi, wtedy do znalezienia punktu ich 
wzajemnego przecięcia sposób wyżćj wskazany nie wystarcza , 
ale użytą być musi w tym razie płaszczyzna boczna, na którćj 
szukamy śladu bocznego p” płaszczyzny danéj i rzutu bocznego 
a'b' prostéj danćj. Ponieważ zaś płaszczyzna P będąc równo- 
legła do osi, jest tém samém rzucającą boczną, zatem na jéj 
śladzię bocznym leżeć musi rzut boczny c” punktu przecięcia 
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szukanego; jak zaś z tego rzutu otrzymać rzut pionowy i po- 
ziomy, wskazuje figura. 

Zadanie 67, Znaleść punkt przeciecia sie prostéj z płasz- 
czyzną, jeżeli: 1) prosta leży na jednćj z płaszczyzn rzutów , zaś 
płaszczyzna jakkolwiek, równolegle lub prostopadle do jednéj 
z płaszczyzn rzutów lub do osi; ,2) prosta jest równoległa do jedn&j 
z płaszczyzn rzutów lub do osi, płaszczyzna zaś jest rzucajaca 
pozioma lub pionową, itp. — 

zadanie GB. Znaleść punkt przecięcia się trzech 
płaszczyzn danych. 

Wiemy, że trzy płaszczyzny nie przechodzące przez tę sa- 
mą prostą, przecinać się z soba mogą w trzech prostych, scho- 
dzących się w jednym punkcie ($. 2. N. 14). Aby, mając trzy 
takie płaszczyzny, znaleść ten punkt, szukamy prostćj, w któ- 

‘réj się dwie z tych płaszczyzn z soba przecinają (Zad. 62.), 
a gdzie ta prosta przetnie się z płaszczyzną trzecią (Zad. 66.), 
tam będzie punkt szukany. AlbolitéZ, mając dane trzy płasz- 
czyzny np. B,Q,R, szukamy prostéj przecięcia się płaszczyzn 
najprzód Pi Q, potóm Pi R; te dwie proste przetną się z sobą w 
punkcie, który będzie żądanym, a jeżeli zadanie dobrze rozwia- 
zane, to i prosta przecięcia się płaszczyzn Qi R przez tenże 
punkt przejść musi. 

Zadanie 69. Znaleść przecięcie się trzech płaszczyzn, jeżeli 
1) każda z nich leży winnéj ćwiartce przestrzeni; 2) jedna jest rzu- 
cającą poziomą, druga pionową, trzecia prostopadła do osi itp. 

Zadanie TO. Dane są cztóry punkta; znaleść 
czy takowe leżą w jednój plaszezyznie lub nie. 

Punkta dane niech będą A,B,C,D. Aby się dowiedzieć , 
czy one leżą, czy nie, w jednéj płaszczyznie, postępujemy w 
sposób następujący : 

1) Łączymy punkt A z punktami B,C,D, a otrzymamy 
stąd trzy proste; jeżeli te trzy proste leżą w jednéj plaszezy- 
znie, to i 4 punkta dane, jako leżace na tych prostych, leżą 
także w jednćj plaszezyznie. A więc, mając rzuty punktów A,B,C,D, 
łączymy a’ z b', c' i d' zaś a zb, cid; szukamy następnie 
śladów trzech prostych stąd otrzymanych, a jeżeli ich ślady 
pionowe z osobna, zaś poziome z osobna będą leżały na dwóch 
liniach prostych, schodzących się z sobą na osi, wtedy te trzy 
proste, a tóm samóm i 4 punkta dane leżą na jednćj płaszczy- 
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znie, mianowicie na plaszezyznie, ktéréj śladami sa dwie powyżćj 
rzeczone proste. Albo inaczćj : 

2) Łączymy punkt A z B, zaś Cz D, a otrzymamy stad 
dwie proste 4B i CD; jeżeli te dwie proste leżą w jednćj pła- 
szczyznie, to i 4 punkta dane leżą w jednćj płaszczyznie. A 
więc, łączymy a zb'ie' zd! zaśazbiczd, szukamy 
śladów prostych AB i CD stąd otrzymanych, i łączymy odpo- 
wiednie ich ślady liniami prostemi, a jeżeli takowe zejdą się 
z sobą w jednym punkcie na osi, to te dwie proste, a więc i 
4 punkta dane leżą w jednéj płaszczyznie. Albo wreszcie : 

3) Łączymy cztóry punkta dane w czworobok, i kreślimy 
obie jego przekątnie ; jeżeli te przekątnie przecinają się z sobą, 
to 4 punkta dane leża w jednćj płaszczyznie. Jeżeli bowiem 
te dwie przekątnie przecinają się z sobą, (czyli, jeżeli punkta 
przecięć ich rzutów leżą na jednéj prostopadłój do osi), 
to przez nie płaszczyzna przesuniętą być może, a dane cztóry 
punkta, leżąc na końcach tych przekątni, będą tóm samóm le- 
żały na téj płaszczyznie. 

Zadanie 71. 1) Nakreślić rzuty cztórech, pięciu, sześciu 
itd. punktów, któreby leżały na jednćj płaszczyznie; 2) każdy 

z cztórech punktów danych leży w innćj, albo tóż wszystkie leżą 


w II, III lub IV ćwiartce przestrzeni, znaleść, czy leżą w jednćj 
płaszczyznie. 


Zadanie 72. Danym jest rzut poziomy wielokąta 
płaskiego i rzut pionowy dwóch przyległych jego boków; 
uzupełnić ten ostatni rzut wielokąta. 

Ponieważ wszystkie boki tego wielokąta jako płaskiego 
leżeć muszą na jednćj płaszczyznie, dość więc na płaszczyznie 
przesuniętćj przez dwa boki, których rzuty pionowe także sa 
dane, wykreślić kolejno rzuty pionowe reszty boków, co jest 
łatwóm, ponieważ dane są ich rzuty poziome (Zad. 42), a je- 
żeli zadanie dobrze rozwiązane, to punkta przecięć tak zna- 
lezionych rzutów z odpowiednimi punktami na rzucie pozio- 
mym, będa leżały na prostopadłych do osi, 

Albo krócćj: mając dany rzut pionowy ab'e'd'ef'g 
wielokąta (Fig. 69), zaś z rzutu poziomego tylko dwa boki 
ag i gf, prowadzimy af i af, to te linie będą rzutami prze- 
katni AF wielokąta. Prowadzimy następnie b'g', ta przetnie 
się z a'f' w m‘, szukamy odpowiedniego m (będzie na pro- 
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stopadłćj do osi z m‘ poprowadzonćj i na af), i łączymy m 
Z g, zaś z b' spuszezamy prostopadłą do osi aż do przecięcia 
się z mg w punkcie b, a ten punkt będzie rzutem poziomym 
„wierzchołka B w wielokącie, czyli będzie rzutem poziomym 
odpowiadającym punktowi b'; połączywszy go zaś z a, otrzy- 
mamy rzut poziomy boku AB. W tenże sam sposób otrzymać 
można rzuty poziome reszty wierzchołków tego wielokąta, a tóm 
samóm i boków. 

Zadanie 73. Przez punkt dany poprowadzić pro- 

stą prostopadłą do płaszczyzny danćj. 

Wiemy z $. 12 Tw. 2, że jeżeli prostą jest prostopadłą 
do płaszczyzny, to rzuty jéj są prostopadłe do odpowiednich 
śladów płaszczyzny. Mając więc dane rzuty punktu i ślady pła- 
szczyzny, przez rzut pionowy punktu kreślimy prostopadła do 
śladu pionowego, zaś przez poziomy prostopadłą do śladu 
poziomego płaszczyzny danćj, a te prostopadłe będą rzutami 
prostćj szukanéj. 

Zadanie 74. Przez punkt dany przesunąć pła- 
szczyznę prostopadłą do prostéj danćj. 

Gdziekolwiek poprowadziwszy płaszczyznę prostopadłą do _ 
prostćj danćj, zaś przez punkt dany druga do nićj równoległa, 
ta ostatnia będzie Zadana. A więc, mając dany punkt a'a i pro- 
sta b'c, be (Fig. 9@), kreślimy gdziekolwiek ślady rr płasz- 
czyzny do nićj prostopadłćj ($. 12 Tw. 2), następnie przez 
punkt aʻa kreślimy płaszczyznę P|| R, tj. przez aʻa prowadzimy 
prostą a'd„ad równoległą do śladu poziomego r, i przez ślad 
pionowy d' téj prostéj kreślimy p“ || 7‘, przez O zaś p ||” (Zad. 
57), a otrzymamy ślady płaszczyzny żądanćj. 

W praktyce, jak łatwo poznać z figury, można się obejść 
bez kreślenia płaszczyzny R a to w sposób: nakreśliwszy ad 
prostopadle do be, zaś a'd’ równolegle do osi, przez ślad d’ 
téj prostój prowadzimy p' prostopadle do b'c’, zaś przez O pro- 
wadzimy p równolegle do ad. 

Zadanie 75. Z punktu danego spuścić prostopa- 
dłą na prostą daną. 

Przez punkt dany przesuwamy płaszczyznę prostopadła 
do prostéj danćj (Zad. 74), i szukamy punktu przecięcia się 
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Baray z Droste dana (Zad. 66), a Spank ten ch 
hey Z danym, da nam prostopadłą żądaną. 

A więc, mając dane rzuty punktu A i prostój BC (Fig. 
24), prowadzimy przez A płaszczyznę P prostopadłą do BC 
podług zadania poprzedzającego ; daléj przez prostą daną prze- 
suwamy płaszczyznę rzucającą pionową s's i szukamy prostój 
Roca téj płaszczyzny s's z płaszczyzną p'p, a prosta ta 
tj. s'g,sg przetnie się z prostą b'c’, be w punkcie g'g, który 
połączony z punktem a'a, da nam prostopadłą a'g,ag szukaną. 

Zadanie 76. Z punktu spuścić prostopadła na prostą dana, 
jeżeli 1) punkt leży na jednéj z płaszczyzn rzutów, zaś prosta na 
drugićj; 2) punkt leży na osi, zaś prosta jakkolwiek i gdziekol- 
wiek itp. 

Zadanie 77. Przez prostą daną przesunąć pła- 

. szezyzne prostopadłą do płaszczyzny danćj. 

Na prostéj danćj obieramy gdziekolwiek punkt i przezeń 
prowadzimy prostą prostopadłą do płaszczyzny danćj (Zad. 73); 
przez tę prostopadła i prostą daną przesuwamy wreszcie płasz- 
czyznę, a ta będzie żądaną. 
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Nauka o kładach, obrotach i zmianie 
płaszczyzn rzutów. 


$. 14, 
0 kładach i obrotach w ogólności. 


W poprzedzających paragrafach poznaliśmy najprzód spo- 
soby wyznaczania położenia punktu, linii prostćj, płaszczyzny 
i figur płaskich, położonych w przestrzeni, za pomocą rzutów 
lub śladów odniesionych do dwóch płaszczyzn rzutów, a ze- 
spolonych na jednéj płaszczyznie rysunkowćj ; daléj poznaliśmy 
sposoby rozwiązywania licznych zadań, tyezacych się wzajem- 
nego położenia linij prostych względem płaszczyzn; o wielko- 
ści jednak i wymiarach prawdziwych, badito rzeczy w zadaniu 
danych, bądź tóż żądanych — mowy dotąd nie było. Gdy zaś dla 
utworzenia sobie dokładnego obrazu rzeczy rysunkiem przed- 
stawionćj, nietylko znajomość jéj położenia w przestrzeni, ale 
i wielkość jój jest niezbędną, o sposobach więc szukania tójże 
mówić teraz będziemy, a mianowicie, jak z danych rzutów 
linij prostych, kątów między temiż zawartych, figur płaskich itp. 
można wynaleść prawdziwą wielkość tychże rzeczy w prze- 
strzeni, jakotóż wielkość ich wzajemnych stosunków i związ- 
ków. A prócz tego, gdy konstrukcya rysunkowa przy rozwią- 
zaniu jakiegoś zadania staje się często bardzo prostą, jeżeli 
figura dana w przestrzeni zajmuje korzystne położenie wzglę- 


http://rcin.org.pl 


_- ~~”) oo ae duo AJM 


+ ? =: | http://rcin.org.pl 


Han- cd 
dem płaszczyzn rzutów, pożyteczną więc rzeczą umieć przy- 
wieść tę figurę w takie położenie, jakie do wykonania rysunku 
i zrozumienia tegoż najdogodniejszóm być się nam wydaje. 
Do tych celów służy nauka o kładach (Rabattement, — die 
Umklappung) i obrotach (Rotation, — die Drehung), któ- 
rych podstawą jest następujące twierdzenie : 

Twierdzenie. Jeżeli prosta ograniczona lub jakakolwiek fi- 
gura płaska leży na jednéj z płaszczyzn rzutów lub jest 
do nićj równoległą , wtedy rzut jój na tęż płaszczyzne daje 
nam prawdziwą wielkość tćjże prostćj, jako téż prawdziwą 
wielkość i kształt figury płaskićj. 

Co do pierwszego założenia, rzecz ta dowodu nie potrze- 
buje, gdyż w tym razie samaż linia prosta lub figura jest 
swoim rzutem na tęż płaszczyznę. Co do drugiego zaś, jeżeli 
prosta ograniczona np. AB jest równoległą do jednój z pła- 
szczyzn rzutów np. do poziomćj, to z końców jéj A i B spu- 
$ciwszy prostopadłe Aa i Bb do téjze płaszczyzny, otrzymamy 
rzut poziomy ab téj prostćj, który jako bok przeciwny w pro- 
stokącie ABab będzie równy co do długości samćjże prostćj. 

Jeżeli wreszcie figura płaska jest wielokątem, leżącym 
na płaszczyznie równoległćj do jednój z płaszczyzn rzutów np. 
do pozioméj, wówczas przez jéj boki i odpowiednie rzuty po- 
ziome tychże przesunąwszy płaszczyzny, takowe utworzą nam 
graniastosłup, w którym figura płaska dana w przestrzeni, i 
jéj rzut na płaszczyznę poziomą do nićj równoległą, będą 
podstawami tegoż graniastosłupa, a jako takie są przystające 
i równe sobie. 


- §. 15. 
O obrotach punktu, prostćj i płaszczyzny. 


4 
Zrobić obrót punktu, prostój lub płaszczyzny i w ogóle 
jakiéjkolwiek figury płaskićj, znaczy to, figure tę około stósownie 
do tego obranćj osi obrócić tak, iżby ona, nie zmieniając 
płaszczyzn rzutów, zajęła względem tychże Żądane, a jak 
zwykle się dzieje, korzystniejsze położenie, aniżeli przedtóm 
miała. Ponieważ zaś głównym celem obrotów jest, dane albo 


tóż szukane figury płaskie przedstawić w ich prawdziwym 


g 
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kształcie i wielkości, zatóm oś obrotu musi być przedewszyst- 
kiem równoległą do jednój z płaszczyzn rzutów ; obracając bo- 
wiem figurę płaską około prostćj pochyło względem płaszczyzn 
rzutów stojacéj, nie doprowadzimy jój nigdy w położenie ró- 
wnoległe do jednój z płaszezyzn rzutów, a tóm samóm nigdy 
z rzutów jéj, prawdziwéj jéj wielkości ocenić nie będziemy 
mogli. Oś ta zowie się osią obrotu (axe albo charnière de 
rotation, — die Drehungsaxe). Podczas takiego obrotu, wszyst- 
kie punkta figury opisują koła, których środki leżą na osi 
obrotu, a których promieniami są odległości tychże punktów 
od osi obrotu. Jeżeli za oś obrotu przyjmiemy prostą prosto- 
padła do jednćj z płaszczyzn rzutów, wtedy konstrukcya wielce 
się upraszcza, albowiem każde z tych kół, leżąc w płaszczyznie 
równoległój do tójże płaszczyzny rzutów ($. 2 N. 5), pokaże 
się na nićj w prawdziwym kształcie i wielkości, na drugićj 
zaś jako prosta równoległa do osi rzutów. To wiedząc, zacz- 
nijmy najprzód od punktu. 

W tym celu niech będzie dany punkt a'a, oś obrotu o'o 
(Fig. 9%), znaleść mamy rzuty tego punktu po obrocie jego 
o kat a. 

Z punktu danego a'a spuściwszy prostopadłą na oś obrotu, 
to rzutem jéj pionowym będzie a'm' równoległa do osi rzutów, 
zaś poziomym am, tj. prosta łącząca rzut poziomy punktu ze 
spodkiem osi obrotu. Prostopadła ta jest promieniem obrotu 
dla punktu a'a, zaś prawdziwą jéj wielkością jako prostéj ró- 
wnoleglöj do płaszczyzny poziomój rzutów, jest jéj rzut poziomy. 
Promieniem więc am czyli ao zatoczywszy z punktu o jako 
ze spodka téj prostopadłćj koło, takowe jest rzutem poziomym 
a zarazem prawdziwą wielkością i kształtem drogi opisanój 
przez punkt dany w czasie zupełnego obrotu około osi o'o, 
rzutem zaś jego pionowym jest prosta równoległa do osi rzu- 
tów przez a' poprowadzona. Chcąc następnie znaleść rzuty 
punktu danego po obrocie go tylko o kąt dany a, potrzeba 
w punkcie o na prostéj oa odciąć kąt aoa; =a, a znajdziemy 
punkt a, będący rzutem poziomym punktu danego po uskutecz- 
nieniu obrotu, rzut zaś jego pionowy będzie na rzucie piono- 
wym koła tj. wa”, czyli będzie w tój saméj odległości od osi 
rzutów, w jakićj był przed obrotem, co jest zresztą rzeczą 
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jasną, skoro punkt a'a, leżąc w czasie obrotu w płaszczyznie 
równoległój do płaszczyzny poziomćj rzutów, odległości tém 
samém od tój płaszczyzny rzutów nie zmienił. 

Rzecz łatwa do zrozumienia, że 1) otrzymać tu można 
także rzuty drugiego punktu tj. aga, odpowiadające warun- 
kowi zadania, a co się zdarza wtedy, gdy nie jest powiedzia- 
nóm, w którą stronę obrót punktu ma być wykonanym; 2) że 
zamiast na rzucie poziomym kreślić cały okrąg koła, wystarczy 
zatoczyć promieniem oa tylko łuk aa, równy kątowi danemu 
(Fig. 9B), a koniec jego tj. punkt a, będzie rzutem pozio- 
mym punktu danego po obrocie, rzut zaś pionowy znajdzie się 
jak powyżój. 

Jeżeli oś obrotu zamiast do pozioméj stoi do pionowéj 
płaszczyzny rzutów prostopadle, wtedy do téj płaszczyzny od- 
nieść trzeba wszystko to, cośmy powy26j powiedzieli. Przykład 
obrotn w tym razie wskazuje figura 94. 

Zadanie 78. Dany punkt obrócić najprzód około osi pio- 
nowćj, potóm około poziomćj o kat 300, 60°, 90°, 150° itp., jeżeli 

1) punkt leży na płaszczyznie poziomćj lub pionowćj rzutów; 2) je- 

żeli punkt leży w którćjkolwiek ćwiartce przestrzeni. 

Zadanie 79. Majic dana oś obrotu pionową, rzuty punktu 
przed obrotem i rzut jego pionowy po obrocie, znaleść jego rzut 
poziomy, jako tóż kat obrotu, 

Wiedząc już, w jaki sposób wykonywa się obrót punktu, 
łatwo teraz zastósować to do prostéj danćj, potrzebujemy bo- 
wiem tylko w sposób wiadomy uskutecznić obrót dwóch pun- 
któw gdziekolwiek na nićj obranych. Tu jednak odróżnić na- 
leży trzy przypadki, a mianowicie: 1) prosta dana nie prze- 
cina się z osią obrotu, a więc jest do niéj równoległa ; 2) pro- 
sta dana przecina się z osią obrotu, i 3) ani się przecina, ani 
jest do niéj równoległą. 

Co do I. Jeżeli prosta dana jest równoległą do osi obrotu, 
zaś oś obrotu jest prostopadła np. do płaszczyzny poziomćj rzutów, 


` to tém samém i prosta dana jest prostopadła do tójże płaszczyzny. 


Że zaś w skutek obrotu prosta dana prostopadłości swojćj nie 


f utraci, czyli, ponieważ po obrocie będzie ona tak samo jak 


i przed obrotem prostopadłą do téjże same) płaszczyzny rzutów, 
zatóm wystarcza poszukać rzutów tylko jednego jéj punkta po 
uskutecznieniu obrotu, i przez nie poprowadzić rzuty prostéj 


- 


eos 
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prostopadłćj do płaszczyzny poziomój rzutów, a te będą rzutami 
prostćj danéj po wykonaniu obrotu żądanego. A więc, jeżeli 
prosta dana jest a'b,ab (Fig. 9%), znaleść zaś mamy jéj 
rzuty po obrocie o kąt a, obieramy na niéj gdziekolwiek jeden 
punkt, najkorzystniéj atoli jéj ślad poziomy bd, i szukamy 
rzutów jego po obrocie o kąt æ; znalazłszy takowe tj. punkta 
bi, ib, prowadzimy przez b prostopadłą do osi rzutów, a ta 
będzie rzutem pionowym prostéj po obrocie, rzutem zaś jéj 
poziomym będzie punkt by. 

Co do 2go. Jeżeli prosta dana przecina się z osią obrotu 
np. ab'ab, (Fig. 86), wtedy znów najkorzystnićj jest obrać 
ślad poziomy prostéj, tj. bb i punkt przecięcia się jéj z osią 
obrotu tj. a'a, jako dwa punkta na prostéj leżące i z nimi 
wykonać obrót o kąt dany np. a. Ze zaś punkt a'a, jako le- 
“acy zarazem na osi obrotu, położenia swego nie zmieni, po- 
zostaje więc tylko obrócić punkt bb o kąt a, czyli znaleść 
punkt b,b‘,, który połaczony z a'a da nam położenie prostéj 
danćj po obrocie. 

Co do 390. Jeżeli prosta dana np. ab,ab (Fig. 99) 
ani jest równoległą, ani się przecina z osią obrotu, a tóm 
samém leży w innéj płaszczyznie aniżeli oś obrotu, wtedy już 
potrzeba wykonać obrót dwóch punktów na prostćj danćj obra- 
nych, np. śladu jéj poziomego b'b i punktu m'm, którego rzut 
poziomy leży na prostopadłój z o do ab wyprowadzonéj. I tak, 
punkt m'm po obrocie o kat dany np. «a przyjdzie do mm‘, 
rzut zaś poziomy prostój w położenie m,b,; jak bowiem przed 
obrotem był on stycznym w punkcie m, do koła zatoczonego 
z punktu o promieniem om, takimże być musi i po obrocie, 
tj. stycznym do tegoż koła, ale w punkcie m,. Aby zaś znaleść 
rzut pionowy tój prostéj po obrocie, szukamy rzutów punktu 
b'b po zrobieniu obrotu o kąt a, a otrzymamy stąd punkt 
b,b',, którego rzut pionowy b’, połączony z m’, da nam rzut 
pionowy żądany. 

Zadanie SO. Obrócić prosta o kat dany około osi pionowéj 
lub poziomćj, jeżeli 1) prosta leży na płaszczyznie poziomćj lub 
pionowćj; 2) jeżeli prosta leży w którćjkolwiek ćwiartce przestrzeni 
3) prosta jest równoległa lub prostopadłą do jednéj z płaszczyzn 
rzutów, w każdym zaś z tych przypadków prosta przecina sie 
z osia obrotu lub nie. 
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Zadanie 81. Obrócić prosta o kat dany około osi pionowéj 
z nią się przecinajacéj, gdzie atoli rzut pionowy prokio przeeigcia 
leży po za granicami rysunku. 

Zadanie 82. Majac dana oś obrotu pionową, oba rzuty pro- 
stój przed obrotem i rzut pionowy po zrobieniu obrotu, znaleść 
jéj rzut poziomy, jako tóż kat obrotu. 


Znając sposoby wykonania obrotu punktu lub prostćj, 
również łatwo zastósować je znów do danéj płaszczyzny. I tak, 
aby znaleść położenie płaszczyzny np. p'p (Fig. 98), po obro- 
cie jéj o kat a około osi pionowéj o'o, wystarczy na téj pła- 
szezyznie obrać dwie proste, uskutecznić ich obrót o kąt dany, 
a wreszcie przez ślady tak obróconych prostych przesunąć 
ślady płaszczyzny. Rzecz atoli uprości się wielce, jeżeli zamiast 
dwóch prostych jakbądź na plaszezyznie danéj leżących, obie- 
rzemy ślad poziomy płaszczyzny jako jednę, zaś prostą cb,cb 
do tegoż śladu równoległą, a przecinającą się przytem z osią 
obrotu, jako druga prostą. Ślad bowiem poziomy p po 
obrocie go o kąt a, zostanie stycznym do koła opisanego z pun- 
ktu o promieniem równym prostopadtéj oa spuszczonćj z pun- 
ktu o na prostą p, i przyjdzie do py; co się zaś tyczć drugićj 
prostéj tj. cb'cb, ta zostając ciągle równoległą do p, będzie 
miała po obrocie za rzut poziomy prostą cb, równoległą do 
pa, zaś jéj rzut pionowy zostaje ten sam tj. b'c’. Poszukawszy 
wreszcie śladu pionowego b’, tój prostój b'c’, bie i takowy po- 
łączywszy z punktem przecięcia się śladu poziomego p, z osią 
rzutów, otrzymamy ślad pionowy płaszczyzny po obrocie. 

Jeżeli płaszczyzna dana jest rzucającą poziomą, wtedy 
wystarcza wyznaczyć tylko położenie jéj śladu poziomego po 
obrocie, ślad bowiem pionowy będzie prostopadłym do osi. 

Zadanie 83. Obrócić o kat dany 1) plaszezyzne prostopa- 
dia do płaszczyzny pozioméj rzutów około osi pionowéj, lub pta- 
szczyznę prostopadła do płaszczyzny pionowćj rzutów około osi po- 
ziomćj; 2) płaszczyzne leżąca w ktéréjkolwiek ćwiartce przestrzeni 
około osi poziomćj lub pionowéj itp. 

Prócz ogólnych powyższych, jako szczególne zastósowanie 
nauki o obrotach weźmy przykłady następujące : 

Zadanie 84. Znaleść za pomocą obrotu prawdzi- 
wą długość prostćj ograniczonćj, czyli znaleść odległość 
dwóch punktów danych. 
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Dane sa deiki a'a i vb ig 29), których odległość 
mamy znaleść. Połączywszy te punkta ze sobą, otrzymamy ich 
odległość od siebie, czyli prostą ab,ab w rzutach, chodzi 
o jéj prawdziwą długość. Wiemy, że jeżeli prosta jest równo- 
legta do płaszczyzny pionowój rzutów, rzut jéj pionowy będzie 
jej prawdziwą wielkością; jeżeli więc prosta zajmuje jakiekol- 
wiek położenie w przestrzeni, należy ja obrócić około osi pio- 
nowéj tak, iżby się stała równoległą do płaszczyzny pionowój 
rzutów. Za oś obrotu weźmy więc prostą prostopadłą do pła- 
szczyzny poziomćj rzutów, a przechodzącą przez punkt a'a, 
i poszukajmy rzutów obu punktów danych po obrocie. Punkt 
atoli a'a, jako leżący na osi obrotu, zostanie na swojóm miej- 
scu; co się zaś tyczć punktu b%, to uważmy, że skoro prosta 
ma być po obrocie równoległą do płaszczyzny pionowéj rzutów, 
zatém rzut jój poziomy przyjść musi w położenie ab, równo- 
legte do osi, i na niém leżeć musi rzut poziomy punktu bb 
po obrocie. Promieniem więc ab z punktu a zatoczywszy łuk 
aż do przecięcia się z równoległa przez a do osi rzutów po- 
prowadzoną, otrzymamy punkt b,, jako rzut poziomy punktu 
b'b po jego obrocie, poczóm pionowy tj. b‘, łatwy do znale- 
zienia. Połączywszy wreszcie a‘ z b', otrzymany rzut pionowy 
a'b', prostéj danéj, ale leżącćj teraz równolegle do plaszezy- 
zny pionowćj rzutów, a któryto rzut tóm samóm jest prawdzi- 
wą wielkością tójże prostéj. 

Zadanie 85. Znaleść kąty nachylenia, jakie 
prosta dana tworzy 2 płaszczyznami rzutów. 


Ponieważ, jeżeli prosta jest równoległą do płaszczyzny 
pionowéj rzutów, kąt między jéj rzutem pionowym a osią rzu- 
tów równym jest kątowi, jaki prosta tworzy z płaszczyzną 
poziomą rzutów, zatóm mając prostą daną jakkolwiek, obraca- 
my ją tak, iżby przyszła w położenie równoległe do płaszczyzny 
pionowćj rzutów, a otrzymamy kąt nachylenia jéj ku płaszczy- 
znie pozioméj rzutów. Obróciwszy następnie prostą daną tak, 
iżby przyszła znów w położenie równoległe do płaszczyzny po- 
ziomój rzutów, znajdziemy kąt, jaki ona tworzy z płaszczyzna 
pionową rzutów, a mianowicie będzie to kąt zawarty między 
rzutem poziomym prostéj obróconćj a osią rzutów. 


http://rcin.org.pl 


zadanie 86. Nu prostéj danćj ograniczonćj odciąć 


od jednego jéj końca część równą długości danéj. 

Mając na prostéj a bab (Fig. 4%), licząc od jéj końca 
a'a odeiąć część równą długości m, obracamy ją tak, iżby stanęła 
równolegle do płaszczyzny pionowćj rzutów, a następnie na jéj 
rzucie pionowym ab odcinamy a'c, =m; wróciwszy wreszcie 
z prostą dana w jéj pierwotne położenie, znajdziemy rzuty c'c 
punktu szukanego, tj. odcinajacego na rzutach prostéj danéj 
długość żądaną. 

Zadanie 87. Znalesé kąt nachylenia do siebie 
dwóch płaszczyzn, których ślady poziome lub pionowe są 
do siebie równoległe. 

Dane są dwie płaszczyzny pp i g'g (Fig. $0), których 
ślady np. poziome są do siebie równoległe. Obracając współ- 
cześnie obie płaszczyzny dane około osi prostopadłćj do płasz- 
czyzny pozioméj rzutów, ślady ich poziome w czasie tego obro- 
tu zostaja ciągle do siebie równoległe; obróciwszy je zaś tak, 
iżby ślady te stanęły prostopadle do osi rzutów, to skutkiem 
takiego obrotu, obie płaszczyzny dane będą prostopadłe do 
płaszczyzny pionowéj rzutów, a miara ich kata dwuściennego 
będzie kąt zawarty między śladami pionowymi po obrocie 
znalezionymi. A więc, wziąwszy dla uproszczenia konstrukeyi 
za oś obrotu prostopadłą b'b, przechodzącą przez punkt przecię- 
cia się śladów pionowych danych płaszczyzn, obracamy ślady 
poziome pig, aż przyjdą w położenie p, i g,, prostopadłe do 
osi rzutów, poczóm połączywszy punkta przecięć się ich z osią 
rzutów (tj. punkta C i D) z punktem b, który w czasie 
obrotu miejsca swego nie zmienił, otrzymamy ślady pionowe 
paigas, a następnie kąt Cb'D jako kąt żądany. 

Zadanie 88. Znaleść za pomoca obrotu odległość prawdzi- 

wa dwóch punktów, z których 1) jeden leży na poziomćj, drugi 

ma pionowój płaszczyznie rzutów; 2) każdy z nich leży w innćj 

_ ćwiartce przestrzeni itp. 

Zadanie 89. Znaleść katy nachylenia prostój wzgledem 
płaszczyzn rzutów, jeżeli 1) prosta przechodzi przez oś rzutów; 
2) prosta leży w którćjkolwiek ćwiartce przestrzeni. 

Zadanie 9O. Na płaszczyznie prostopadłćj do płaszczyzny 
poziomćj rzutów danym jest punkt; obrócić te płaszczyznę tak, 
iżby stanęła równolegle do płaszczyzny pionowćj rzutów, i znaleść 
położenie rzutów punktu danego po obrocie. 
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zadanie SL. Płaszczyznę pochyłą wzgledem obu 
płaszczyzn rzutów obrócić tak, iżby stanęła równolegle do 
płaszczyzny poziomćj. 

Dla rozwiązania tego zadania potrzeba zrobić dwa obroty 
danćj płaszczyzny, a mianowicie: obrócić ja należy najprzód 
około osi pionowćj, dopóki nie stanie prostopadle do płaszczy- 
zny pionowćj rzutów, a następnie tak obrócona, przywieść znów 
za pomocą obrotu około osi poziomój (tj. prostopadłćj do pła- 
szczyzny pionowćj rzutów) w położenie równoległe do płaszczy- 
zny poziomój rzutów. 


8. 16. 
0 kładach i ich zastosowaniu. 


Kład płaszczyzny zrobić, znaczy to płaszczyznę te około 
jéj śladu jako osi obrócić tak, iżby padła na tę płaszczyznę 
rzutów, na którćj ów ślad czyli oś leży. Chcąc więc zrobić kład 
płaszczyzny danéj na płaszczyznę pozioma rzutów, obracać ja 
musimy około śladu poziomego; zaś chcąc otrzymać jéj kład 
na płaszczyznę pionową rzutów, obracać ją musimy około śladu 
pionowego. W pierwszym razie mówimy, że robimy kład po- 
ziomy płaszczyzny, w drugim razie, pionowy. Ślad, około 
którego płaszczyznę 'obracamy, zowie się osią kladu (laxe 
du rabattement, — die Umlegungsaxe). I tak np. jeżeli pła- 
szczyzna P (Fig. $4) przedstawia nam płaszczyznę pozioma 
rzutów, zaś Q jakąkolwiek inną, to obróciwszy tę ostatnia 
około jéj śladu poziomego, a więc około MN tak, iżby padła 
na płaszczyznę P, otrzymamy kład pcziomy płaszczyzny danéj 
Q. Prosta MN jest osią kładu. W obrocie tym, każdy punkt 
płaszczyzny danćj, np. punkt A zatacza łuk, którego promie- 
niem jest prostopadła AO spuszczona z tego punktu na oś 
kładu, zaś środkiem punkt O, tj. punkt przecięcia się téj pro- 
stopadłćj z osią kładu; płaszczyzna tego łuku, będąc opisana 
przez promień AO stale prostopadły do osi kładu, będzie tém 
samóm także prostopadłą do tójże osi ($ 2, Nr. 5). 

Przez kład punktu, linii prostój i w ogóle jakićjkolwiek 
figury płaskićj rozumiemy to ich położenie, jakie one zajmą, 
skoro wraz z płaszczyzną, na którćj w przestrzeni leżą, poło- 
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żone zostaną na jednój z płaszczyzn rzutów. Chcąc zatem zro- 
bić kład punktu lub prostćj, przesuwamy wpierw przez nie 
dowolną płaszczyznę i kład takowćj robimy; chcąc zaś zrobić 
kład figury płaskićj, musimy mieć daną lub tóż musimy dopiero 
wyznaczyć płaszczyznę, na ktéréj ona leży, a następnie jéj 
kład uskutecznić. 


Zadanie 92. Danym jest punkt na płaszczyznie 
prostopadłćj do jednéj z płaszczyzn rzutów ; znaleść jego 
położenie po zrobieniu kładu płaszczyzny. 

Niech p'p (Fig. 8%) będą śladami płaszczyzny rzucającćj 
pozioméj, zaś c'e rzutami punktu na nićj leżącego; chcemy 
znaleść najprzód jego kład poziomy. W tym celu obracamy 
płaszczyznę p'p około jój śladu poziomego p jako osi, dopóki 
nie padnie na płaszczyznę poziomą rzutów. Ponieważ linia rzu- 
cająca pozioma punktu C w przestrzeni, jest prostopadłą w c 
dośladu p, iw czasie obrotu płaszczyzny p'p zostaje ciągle do 
niego prostopadłą, bedzie nią więc także i po skończonym obrocie, 
tj. wtedy, gdy zajmie położenie ce”. Że zaś prosta ta, mierząc 
odległość punktu w przestrzeni od jego rzutu poziomego, 
w skutek obrotu długości swéj nie zmienia, a długość ta pier- 
wotnie była cd, zatóm odciąwszy ce=c'b, znajdziemy punkt 
c" jako szukany kład punktu danego. 

Aby znów znaleść kład pionowy punktu c'e, obracamy 
płaszczyznę p'p około jéj śladu pionowego jako osi. Ponieważ 
linia rzucająca pozioma punktu C w czasie obrotu płaszczy- 
my p'p zostaje ciągle prostopadłą do płaszezyzny poziomćj 
rzutów, będzie nią więc także i wtedy, gdy spodek jćj tj. punkt 
e, zatoczywszy łuk z punktu o promieniem co, wraz z Śladem 
poziomym p przyjdzie na oś rzutów, tj. do punktu e,, czyli 
rzucająca pozioma punktu C po obrocie zajmie położenie c;c“; 
prostopadłe do osi rzutów. Że zaś punkt C w przestrzeni, 
w skutek tego obrotu płaszczyzny p'p, odległości swój od pła- 
szczyzny poziomćj rzutów nie zmieni, a miarą tćj jego odle- 
głości jest cb, zatem punkt C po zrobieniu kładu pionowego 
leżeć będzie w c, tj. w odległości c',e, =cb. h 

Z pomocą poprzedniego łatwo rozwiązać następujące dwa 
zadania : 


¥ 
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Zadanie 93. Mając daną _ prostopadłą do pła- 
szezyzny pozioméj rzutów i kład punktu na tćj płaszczyznie leża- 
cego, znaleść rzuty jego po wróceniu płaszczyzny w jćj pierwotne 
położenie. 


Zadanie 94. Znaleść kład punkta leżącego na płaszczyznie 
prostopadłćj do esi rzutów i naodwrót. 


Zadanie 95. Zrobić kład prostój ograniczonój 
śladami ù znaleść jéj prawdziwą długość. 

Dana jest prosta a'b',ab (Fig. 8%) ograniczona śladami 
a i b'. Aby otrzymać jéj kład np. pionowy, przesuwamy przez 
nią płaszczyznę rzucającą poziomą s's, i tę obracamy. około 
śladu s, dopóki nie padnie na ALA a pionową rzutów. 
Ponieważ w: obrocie tym oś kładu s’ zostanie nieruchoma a 
więc i ślad b', zaś każdy punkt śladu s zatacza łuk na pła- 
szezyznie pozioméj rzutów promieniem równym odległości tegoż 
punktu od osi kładu, a więc od punktu b, zatem i ślad pozio- 
my prostéj tj. punkt a zatoczy łuk promieniem ab ze Środka 
b, i przyjdzie wraz ze śladem s na oś rzutów czyli do punktu 
a’; ślad a” leżąc teraz na osi, leży tém samém na płaszczyznie 
pionowćj rzutów, a gdy iślad b‘ tamże leży, połączywszy więc 
zsobą takowe, otrzymamy kład pionowy, a tóm samém i pra- 
wdziwą długość a'b* prostéj danćj. 

Aby otrzymać kład poziomy téj prostój a zarazem jéj 
długość, obracamy płaszczyznę s's około śladu poziomego tj. 
s, dopóki nie padnie na płaszczyznę poziomą rzutów. W tym 
znowu obrocie oś kładu s zostajo nieruchoma a więc i punkt 
a na nićj leżący, zaś ślad s‘ stojąc poprzednio prostopadle do 
śladu s, zostanie także po obrocie prostopadłym do s, tj. zajmie 
położenie bb“, a ślad b’ prostéj zatoczywszy z punktu b łuk 
promieniem bb‘, przyjdzie do b“; gdy więc już oba ślady pro- 
stój, czyli jéj końce leżą teraz na płaszczyznie poziomój rzutów, 
połączone zatem z sobą, dadzą nam kład poziomy ab” prostćj, 
a zarazem i jéj długość prawdziwą. 

Tak kład poziomy lub pionowy, jaki prawdziwą długość 
prostój AB, można także otrzymać, przesunąwszy przez nią 
płaszczyznę rzucającą pionową i zrobiwszy kład takowéj na 
płaszczyznę pionową lub poziomą rzutów. 

Zadanie 96. Znalesé kąty, jakie prosta dana 
ograniczona śladami tworzy z płaszczyznami rzutów. 
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Aby znaleść kat, jaki prosta dana a%', ab (Fig. SB) 
tworzy z płaszczyzną pozioma rzutów, przesuwamy przez nie 
płaszczyznę prostopadła do płaszczyzny pozioméj rzutów, czyli 
płaszczyznę rzucającą pozioma, a kąt zawarty między prostą 
przecięcia sie téjze płaszczyzny z płaszczyzną pozioma rzutów 
a prostą dana, jest kątem szukanym. Aby go otrzymać w ry- 
sunku, dość jest zrobić kład tój płaszczyzny przez AB prze- 
chodzącćj, czyli płaszczyzny s's, na płaszczyznę pionową rzu- 
tów, a kąt zawarty między kładem prostéj danćj tj. między ab‘ a 
osią rzutów, czyli kąt «, będzie żądanym. Tenże sam kat na kła- 
dzie poziomym będzie , jak łatwo zrozumieć, między ab” i ab. 

Podobnież zupełnie postępując, można znowu znaleść kąt, 
jaki prosta dana tworzy z płaszczyzną pionową rzutów, tj. prze- 
suwamy przez nią płaszczyznę rzucajaca pionową i robimy jéj 


"kład na płaszczyznę pionowa lub poziomą rzutów. 


W praktyce, jak to łatwo z figury wyrozumieć, celem 
znalezienia tych kątów postąpić można krótko w sposób nastę- 
pujacy: na rzutach prostéj danćj obieramy gdziekolwiek punkt 
(np. bb) i z rzutu jego poziomego wyprowadzamy prostopadła 
do rzutu poziomego prostéj, a równa co do długości linii rzu- 
cajacéj poziomćj punktu obranego (tj. bb” ==b'b); koniec téj pro- 
stopadłój łączymy następnie ze śladem poziomym prostćj danćj, 
a otrzymamy stąd trójkąt prostokątny (abb”), w którym kat 
między przeciwprostokatnia a rzutem poziomym prostćj zawarty 
jest katem, jaki prosta dana tworzy z płaszczyzną pozioma 
rzutów. I podobnież znów, z rzutu pionowego punktu obranego 
wyprowadziwszy prostopadła do rzutu pionowego prostéj, a ró- 
wna co do długości linii rzucającćj pionowćj tegoż punktu, i 


` koniec jéj połączywszy ze śladem pionowym prostéj,—kat między 


prostą łącząca a rzutem pionowym prostćj danćj zawarty będzie 
katem, jaki prosta ta tworzy z płaszczyzną pionową rzutów. 
Zadanie 97. Znaleść prawdziwa długość prostój ograniczonój 
śladami a leżacéj w II, III lub IV ćwiartce przestrzeni, jako tóż 
katy, jakie ona tworzy z płaszczyznami rzutów. 
Zadanie 98. Znaleść prawdziwą rete ee prostéy 
ograniczonćj dwoma punktami, czyki znaleść odległość dwu 
punktów danych za pomocą kładu. 
Niech abab (Fig. 84) będa rzutami prostéj ograniczonéj 
czyli rzutami odległości punktów danych aʻa i bd. Prostą AB 
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w przestrzeni uważać możemy jako bok trapezu, którego pod- 
stawa jest jéj rzut poziomy ab, zaś bokami do siebie równo- 
ległymi sa linie rzucające poziome punktów Ai B, a więc 
prostopadłe do ab, i których wielkości w rysunku tj. a’e i b'd 
są dane. Obróciwszy ten trapez około ab, dopóki nie padnie na 
płaszczyznę poziomą rzutów, to tak w czasie obrotu, jak i po 
skończeniu tegoż, oba te boki równoległe trapezu zostaną pro- 
stopadłymi do ab. Wystawiwszy zatem w a i b prostopadłe do 
ab, odciąwszy na nich aa'"=a'c, zaś bb*=b'd , i połączywszy 
a“ zb”, otrzymamy kład tego trapezu, w którym bok a'b" 
będzie szukaną długością prostój abab. 

W tenże sam sposób można otrzymać prawdziwą długość 
prostéj AB na kładzie pionowym, a mianowicie do rzutu piono- 
wego ab' w punktach a’ i b* kreślimy prostopadłe, na nich 
odcinamy bb'"=bd, zaś a'a'"=ac, i punkta stad otrzymane 
a i b łączymy z sobą prostą ab’, która będzie długością 
szukaną. 

Zadanie 99. Znalesé kąty nachylenia płaszczy- 
zny danćj względem płaszczyzn rzutów. 

Wiemy ($. 2. Nr. 25), że miarą kata nachylenia dwóch 
płaszczyzn do siebie czyli kąta dwuściennego, jest kąt płaski 
zawarty między dwoma prostopadłemi, wyprowadzonemi z wspól- 
nego punktu ich przecięcia, a z których jedna leży na jednćj, 
druga na drugićj płaszczyznie. Chcąc więc znaleść np. kąt, 
jaki płaszczyzna p'p (Fig. $&) tworzy z płaszczyzną poziomą 
rzutów, potrzeba nam takich dwóch prostopadłych, — otrzy- 
mamy je zaś, przesunąwszy przez którykolwiek punkt na śla- 
dzie p (jako na przecięciu płaszczyzny p'p z płaszczyzną po- 
ziomą rzutów) płaszczyznę s's prostopadłą do tegoż śladu, i po- 
szukawszy prostych, w których ona przecina się z płaszczyzną 
p'p i z płaszczyzną poziomą rzutów. I tak, płaszczyzńa s's 
przecina się z płaszczyzna p'p w prostćj a%',ab, zaś z pła- 
szczyzną poziomą rzutów w śladzie s, którego rzut pionowy 
leży na osi; kąt więc między rzutami pionowymi tych dwóch 
prostych tj. między a%' i osią rzutów zawarty, będzie rzutem 
pionowym kąta szukanego. Aby zaś mieć prawdziwą wielkość 
tego kąta, uważmy, że on jako zawarty między dwiema pro- 
stopadłemi powyżćj rzeczonemi, jest zarazem tym samym kątem, 
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jaki prosta a'b’ ab tworzy z płaszczyzną poziomą rzutów, a 
któryto kat podług zadania 96 znaleść umiemy. A więc, 
mając już prostą ab,ab, szukamy jéj kładu pionowego tj. 
a'b, a kąt a, zawarty między ab‘ i osią rzutów, będzie pra- 
wdziwą wielkościa kąta nachylenia płaszczyzny danćj względem 
płaszczyzny poziomój rzutów. 

Jak to z figury widoczne, postąpić można dla znalezienia 
tego kąta krótko w sposób następujący: kreślimy płaszczyznę 
s's prostopadłą do śladu p, a następnie ze Środka b promie- 
niem ba zataczamy łuk aż do osi; otrzymamy stąd punkt a”, 
który połączony z b‘ da nam prostą ab‘, zamykająca z osią 
rzutów kąt żadany. 

Aby zaś znaleść kąt, jaki płaszczyzna dana p'p tworzy 
z płaszczyzna pionową rzutów, kreślimy płaszczyznę rr (Fig. 
86), prostopadłą do śladu p‘, a następnie ze środka b“ pro- 
mieniem b'a’ zataczamy łuk aż do osi, tj. do punktu a“; 
punkt ten połączony z b da nam prosta a'b, między którą 
a osią rzutów kąt zawarty ß będzie katem żądanym. Uza- 
sadnienie tego sposobu również polega na tém, co się powyżćj 
powiedziało. 

Zadanie 100. Znaleść katy, jakie płaszczyzna równoległa 
do osi rzutów tworzy z płaszczyznami rzutów. 

Zadanie 101. Na płaszczyznie pochyłćj wzgledem 
płaszczyzn rzutów, danym jest punkt; znaleść jego poło- 
żenie po zrobieniu kładu płaszczyzny na jednę z płaszczyzn 
rzutów. 

Mamy dana płaszczyznę Q, na któréj leży punkt A 
(Fig. 89); przyjawszy, że płaszczyzna P jest płaszczyzną 
poziomą rzutów, chcemy znaleść kład punktu A na téj plasz- 
czyznie. Wiemy, że obracając w tym celu płaszczyznę Q około 
jój śladu MN, punkt A zatoczy łuk promieniem AO równym 
odległości tego punktu od osi kładu; ponieważ zaś płaszczy- 
zna tego łuku jest do MN prostopadłą, zatem jest prostopa- 
dla tak do płaszczyzny Q, jak i do P ($. 2 N. 19), czyli jest 
rzucającą pozioma, i przetnie się z płaszczyzną P w prostćj 
a'O prostopadtéj do MN. Punkt A w czasie obrotu swego 
ciągle się znajduje w płaszczyznie tego łuku; że zaś, skoro 
płaszczyzna Q padnie na P, znajdować się on musi także na 
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płaszczyznie P, będzie więc na wspélném przecięciu sie pla- 
szczyzny łuku z płaszczyzną P, czyli na a"O. Ponieważ na- 
stępnie na tćjże prostćj tj. a"O leży także rzut poziomy a 
punktu danego, gdyż płaszczyzna łuku zatoczonego przez punkt 
A jest, jakeśmy wyżćj rzekli, rzucajaca poziomą, i na niéj 
punkt ten ciągle leży, zatóm powiedzieć możemy, że punkt A 
po zrobieniu kładu płaszczyzny Q znajduje się gdzieś na pro- 
stopadłój a'O do osi kładu MN, przez rzut poziomy a punktu 
danego poprowadzonéj. Aby zaś wiedzieć gdzie, potrzebujemy 
tylko znaleść promień obrotu tj. AO. Promień ten atoli jest 
przeciwprostokątnią w trójkącie AaO, w którym jedna przy- 
prostokątnia tj. Aa jest odległością punktu A od płaszczyzny 
poziomćj rzutów, druga zaś tj. aO jest odległością rzutu jego 
poziomego od osi kładu MN; z tych zatóm danych znalazłszy dłu- 
gość promienia AO, odcinamy a'0=4A0, a znajdziemy miejsce 
punktu danego po zrobieniu kładu poziomego płaszczyzny Q. 

Widzimy stąd: 1) że kład poziomy punktu z jego rzu- 
tem poziomym leżą zawsze na jednój prostopadłćj do osi kła- 
du, a nadto 2) jak figura wskazuje, kąt AOa'=a jest kątem 
nachylenia płaszczyzny Q względem P (§. 2. N. 25). 

Stosując teraz te rzeczy do naszego rysunku, tj. chcąc 
znaleść kład poziomy punktu a'a (Fig. $8) leżącego na pła- 
szczyznie, którćj tylko ślad poziomy p jest dany, postępujemy 
w sposób następujący : 

Z rzutu poziomego a prowadzimy najprzód prostopadłą 
do osi kładu, która z taż osią przetnie się w punkcie o; na- 
stępnie do ao wystawiamy w punkcie a prostopadła ac=a'b 
(czyli równoległą do osi kładu) i punkt c łączymy z o, a otrzy- 
mamy stąd trójkąt prostokątny aoc, w którym oc jest promie- 
niem obrotu dla punktu danego, zaś kat aoc=a jest katem 
nachylenia płaszczyzny danćj względem płaszczyzny pozioméj 
rzutów. Odciąwszy wreszcie a''o=oc, czyli promieniem oc z 
punktu o zatoczywszy łuk aż do przecięcia się z przedłużoną 
prostopadłą oa , otrzymamy a” tj. kład poziomy szukany punktu 
danego. 

W przypadku powyżćj rzeczonym płaszczyzna, na którćj 
punkt dany leży, obróconą została około śladu p w lewo; je- 
żeli zaś, jak na fig. 8%, obrécona zostanie w prawo, wtedy 
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kład punktu a'a będzie leżał z téj saméj strony osi kladu, 
z ktéréj leży rzut poziomy punktu danego. 

Zupełnie w podobny sposób jak poprzednio postąpić należy 
w przypadku, gdy dany tylko ślad pionowy p‘ płaszczyzny i 
rzuty a'a (Fig. 90) punktu na nićj leżącego, a chcemy zna- 
leść kład jego pionowy. A mianowicie, ponieważ kład punktu 

- z rzutem jego pionowym leżeć teraz muszą na jednéj prosto- 
padłćj do osi kładu p', zatem przez a’ prowadzimy najprzód 
prostopadłą do p', następnie na ab jako jednéj przyprostoka- 
tni wystawiamy trójkat prostokątny, którego druga przyprosto- 
katnia jest a'c=am, i nareszcie promieniem równym jego prze- 
ciwprostokatni tj. be zataczamy łuk do a”, a punkt ten a’ 
bedzie szukanym kladem pionowym punktu A, Przy tém roz- 
wiązaniu otrzymujemy znowu kat B=ac jako kat nachylenia 
płaszczyzny P wzgledem płaszczyzny pionowéj rzutów. 

Gdyby były dane rzuty punktu A i ślad pionowy pła- 
szczyzny P, a chcieliśmy znaleść kład poziomy punktu, to 
postępujemy jak poprzednio, poszukawszy atoli wpierw śladu 
poziomego płaszczyzny na mocy prawd znanych. 

Zadanie 102. Majac dane 1) rzut poziomy punktu, ślad 
poziomy płaszczyzny i kat nachylenia téjze do płaszczyzny pozio- 
mój rzutów, znaleść kład poziomy punktu, a nastepnie rzut jego 
pionowy; 2) dane sa oba ślady płaszczyzny i rzut poziomy punktu 
na niój leżącego, znaleść jego kład poziomy. 

Zadanie 103. Dana jest płaszczyzna i kład 
punktu na nićj leżącego; nakreślić rzuty punktu tego po 
wróceniu płaszczyzny w jój pierwotne położenie. 

Zadanie to jest odwrotnóm poprzedzajacemn. Moga tu 
być dane albo oba ślady płaszczyzny, albo tylko jeden z nich. 
Jeżeli dane są oba ślady płaszczyzny P, jakotóż np. kład po- 
ziomy a” punktu A (Fig. ®M), to celem znalezienia rzutów 
jego spuszezamy z a” prostopadłą na p i przy punkcie b kre- 
ślimy kąt «, jaki płaszczyzna P zawiera z płaszczyzna pozio- 
ma rzutów, a któryto kąt podług zadania 99 znaleść umiemy. 
Na ramieniu tego kąta odciąwszy następnie bc=a'b, i z punktu 
c spuściwszy prostopadłą ac na a'b, znajdziemy punkt a, który 
będzie rzutem poziomym punktu A wróconego wraz z płaszczy- 
zną P w pierwotne położenie, rzut zaś jego pionowy będzie 
na prostopadłćj do osi z a wyprowadzonéj, i to w odległości 
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a'm=ac od osi. Powody téj konstrukeyi leża w zadaniu po- 
przedzającóm. 

Jeżeli zaś jest dany tylko jeden ślad płaszczyzny np. 
pionowy, to musi być także dany kąt, jaki ona tworzy z pła- 
szczyzną pionową rzutów. Sposób rozwiązania zadania w tym 
razie jest ten sam, co poprzednio. 

Zadanie 104. Dang jest płaszczyzna i prosta 
na nićj leżąca, znaleść położenie prostćj po zrobieniu 
kładu płaszczyzny. 

Jeżeli tylko chodzi o samo położenie prostój na kładzie 
poziomym lub pionowym , wówczas obieramy dwa dowolne pun- 
kta na prostéj i szukamy ich kładów (podług zad. 101) a ta- 
kowe połączone ze soba , dadza nam położenie szukane prostćj. 

Jeżeli zaś żądaną jest zarazem prawdziwa wielkość prostćj 
lezacéj na danéj płaszczyznie, wtedy zamiast obierać na niéj 
dwa dowolne punkta, obieramy jéj dwa ślady, skutkiem czego 
trzeba będzie poszukać kładu tylko jednego z nich, drugi bo- 
wiem już leży na téj płaszczyznie, na którą kład robimy. — 
A więc mając np. płaszczyznę P, tudzież prosta na nićj leżącą 
AB (Fig. 9%) i chcąc znaleść jéj położenie i wielkość np. na 
kładzie poziomym į, szukamy tylko kładu poziomego śladu bb, 
ślad bowiem a'a leżąc już na płaszczyznie poziomćj, a prócz 
tego i na osi kładu, położenia swego nie zmieni; z punktu 
zatem b spuszczamy prostopadłą na p, szukamy następnie pro- 
mienia obrotu dla punktu B albo sposobem wiadomym, albo 
krócćj, zrobiwszy kład trójkata bbc na płaszczyznę pionową 
rzutów, gdzie przeciwprostokatnia b'd będzie żądanym promie- 
niem ,—i odcinamy wreszcie cb"*=b'd, ‘a prosta ab” będzie 2a- 
dana co do wielkości i położenia. W podobnyż sposób można 
otrzymać kład pionowy prostéj AB. 

Zadanie 105. Mając dany którykolwiek kład 
płaszczyzny i na nim nakreśloną prostą , wyznaczyć rzuty 
tćj prostćj, skoro płaszczyzna dana wróci w pierwotne po- 
łożenie między płaszczyznami rzutów. 

Zadanie to znów jest odwrotnóm poprzedzającemu. Aby 
otrzymać rzuty szukane, obieramy na prostćj danćj na kładzie 
dwa dowolne punkta, i z nimi postępujemy podług Zad. 103 
a jeżeli zadanie dobrze rozwiazane, to ślady prostéj rzutami 
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nowo znalezionymi przedstawionéj, muszą leżeć na śladach 
płaszczyzny danćj. 
Zadanie LOG. Mając dane rzuty figury płaskićj 
prostokresinéj, znaleść jéj kład. 

Szukamy najprzód śladów płaszczyzny, na którćj leży fi- 
gura płaska dana; znalazłszy takowe, robimy kład każdego 
z wierzchołków tójże figury podług Zad. 101, a wierzchołki te 
na kładzie połączone ze soba dadzą nam kład catéj figury. 

Zadanie 107. Nakreślić rzuty pieciokata, sześciokata plı- 
skiego itp. a nastepnie zrobić ich kład na obie płaszczyzny rzutów. 
Zadanie 108. Dang jest figura prostokreślna na 
kładzie, ślad poziomy płaszczyzny na którćj ona leży, a około 
którego kład został dokonanym, nareszcie dany kąt na- 
chylenia téj płaszczyzny względem płaszczyzny poziomćj rzu- 
tów; nakreślić rzuty tójże figury po wróceniu płaszczyzny 

w jéj pierwotne położenie. 

Z każdym z wierzchołków danćj figury płaskićj postępu- 
jemy według Zad. 103; otrzymamy stąd ich rzuty poziome i 
pionowe, które połączone odpowiednio ze sobą, dadzą nam 
rzuty całćj figury. Zastosujmy to np. do sześciokąta a'b'e'd'e"f" 
leżącego na kładzie poziomym (Fig. @B), mając także dany 
ślad p płaszczyzny jako oś kładu i kąt a, tj. kąt nachylenia 
płaszczyzny P do płaszczyzny pozioméj rzutów. Aby dla ka- 
żdego punktu z osobna, szukając jego rzutów, nie potrzeba było 
odcinać kąta « w wiadomy sposób, prowadzimy w pobliżu 
figury danćj prostopadłą ts do p, i przy punkcie n przecięcia 
się jój z osią kładu odcinamy kąt snm=a, a następnie z ka- 
żdym z punktów postępujemy w sposób jak np. z punktem a“; 
tj. za” spuszczamy prostopadła aa‘ na ts, promieniem na“ 
z punktu n zataczamy łuk do a'Y tj. do przecięcia się z nm, 
nareszcie prowadzimy a'Va prostopadle do ts, zaś a'a prosto- 
padle do p, a punkt wzajemnego ich przecięcia się tj. punkt a 
będzie rzutem poziomym punktu A, zaś rzut jego pionowy 
będzie na prostopadłćj do osi przez a poprowadzonćj w odle- 
głości a!\g od osi. Otrzymawszy w ten sam sposób także pun- 
kta bb,e'c itd., łączymy je z soba w porządku, w jakim znaj- 
duja się na kładzie, a otrzymamy rzuty figury danćj. 
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Zamiast kata « moga być dane w tym zadaniu oba ślady 
płaszczyzny P, a w takim razie potrzeba najprzód znaleść spo- 
sobem wiadomym (Zad. 99) kat, jaki płaszczyzna P tworzy 
z płaszczyzną tą, na którój kład figury leży, a następnie po- 
stąpić , jak poprzednio. 

Zadanie 109. Na plaszezyznie pozioméj rzutów dany jest 
kład trójkąta, prostokąta, kwadratu, pieciokata lub koła; nakreślić 
ich rzuty, skoro figury te podniesione zostana za pomoca obrotu 
około danćj osi kładu tak, iżby płaszczyzna ich z płaszczyzna 
pozioma rzutów tworzyła kat 300, 600, 900, 450, 221/,°, itp. 

Zadanie 110. Znalesé kąt, jaki dwa ślady da- 
nój płaszczyzny ze sobą tworzą. 

Dane są oba ślady p' i p płaszczyzny P (Fig. 94), chcemy 
znaleść kąt między nimi zawarty. W tym celu potrzebujemy 
zrobić kład płaszczyzny danćj na jednę z płaszczyzn rzutów, 
np. poziomą, czyli znaleść kład obu jej śladów, a kąt między 
nimi tamże zawarty—będzie żądanym. Ponieważ zaś ślad p już 
leży na płaszczyznie poziomćj rzutów, czyli sam jest swoim 
kładem poziomym, potrzeba więc tylko zrobić kład poziomy 
śladu p'. Ale skoro jeden punkt tego śladu tj. O leżąc na osi, leży 
tóm samóm na płaszczyznie poziomój rzutów, dość więc zrobić 
kład drugiego punktu na tym śladzie obranego, a więc np. 
punktu a'a. Po zrobieniu kładu punkt ten jak wiemy, leżeć 
musi na prostopadłój aa” do osi kładu poprowadzonćj, a że prócz 
tego leżeć musi na łuku, jaki w czasie obrotu zatacza około punktu 
O promieniem Oa‘, leżeć więc musi w ich wspólnóm przecięciu tj. 
w punkcie a”; punkt wreszcie a’ połączony z punktem O da nam 
kład poziomy p“ śladu p', skąd otrzymamy kat pOp*=$B jako 
kat szukany. 

zadanie 111. Znalesé kąt zawarty miedzy dwie- 
ma prostemi przecinającemi się z sobą. 

Przez obie proste dane przesuwamy płaszczyznę , nastę- 
pnie robimy kład tójże wraz z prostemi (Zad. 104) na pła- 
szczyznę poziomą lub pionową rzutów, a otrzymamy tamże 
kąt szukany w prawdziwój wielkości; jeżeli zaś rysunek dobrze 
wykonany, to punkt przecięcia się prostych na kładzie np. po- 
ziomym otrzymanych, z punktem przecięcia się ich rzutów 
poziomych, muszą leżeć na jednéj prostopadtéj do osi kładu. 
Albo tóż : 
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Mając dane proste AB i AC (Fig. 95), szukamy ich śla- 
dów poziomych b i e, i łaczymy z sobą takowe prostą be; pro- 
sta ta będzie podstawą trójkąta, mającego wierzchołek w punkcie 
A, w którym dane dwie proste są bokami, kąt zaś przy wierz- 
chołku jest równy katowi szukanemu. Aby zaś ten trójkąt, a 
więc i kąt szukany otrzymać w prawdziwćj wielkości, robimy 
jego kład na płaszczyznę poziomą rzutów około osi kładu be, 
a właściwie tylko kład jego wierzchołka A, skoro podstawa 
jego już leży na plaszezyznie pionowój rzutów. Kład wierzchołka 
zaś możemy zrobić albo sposobem podanym w zad. 101, albo 
tóż prowadzimy do be prostopadła ad, która będzie rzutem 
poziomym wysokości trójkąta w mowie będącego, skad nastę- 
pnie łatwo otrzymamy rzut pionowy a'd’ tójże wysokości. Ma- 
jąc oba te rzuty, szukamy za pomocą obrotu (Zad. 84) praw- 
dziwój jéj długości, będzie nia a'd'*; odcinamy następnie 
da” =a'd™, i łączymy a“ z b ic, a otrzymamy trójkąt ba'e 
jako kład trójkąta bac, w nim zaś kat ba'c jako kat szukany. 

Zadanie 112. Znaleść kat zawarty między dwiema prostemi 
przecinajacemi sie z soba, z których jedna leży jakkolwiek, druga 
zaś jest równoległa lub prostopadła do osi rzutów, albo tóż jest 
równoległa lub prostopadła do jednéj z płaszczyzn rzutów itp. 

Zadanie 113. Podzielić kąt zawarty między dwie- 
ma prostemi przecinającćmi się z sobą, na pewną liczbę 
równych części. 

Szukamy najprzód kąta zawartego między dwiema dane- 
mi prostemi na kładzie, i tamże dzielimy go na Zadana liczbę 
równych części liniami prostemi. To mając, szukamy wreszcie 
rzutów tych linij dzielących (Zad. 105.), a otrzymamy stąd 
rzuty kątów z podziału otrzymanych. 

Zadanie 114. Przez punkt dany poprowadzić prostą, 
któraby z prostą daną przecinała się pod kątem danym. 
Robimy kład punktu danego i prostéj danćj na jednę z 

płaszczyzn rzutów ; tamże tj. na kładzie kreślimy następnie 
przez kład punktu danego prostą przecinającą kład prostéj da- 
néj pod kątem danym, a wreszcie szukamy rzutów prostój 
tak otrzymanćj sposobem wiadomym. 

Zadanie 115. ŻZnaleść kąt nachylenia prostćj 
danćj względem płaszczyzny danćj. 
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Iszy Sposób. Z któregokolwiek punktu prostéj danćj 
spuszczamy prostopadłą na płaszczyznę dana, a kąt, jaki taż 
prostopadła tworzy z prostą daną, jest dopełnieniem kata szu- 
kanego do 90°, A więc, mając dane rzuty prostćj AB i ślady 
płaszczyzny P (Fig. ®6.), obieramy gdziekolwiek na prostćj - 
AB punkt C, spuszczamy z niego prostopadłą c'd', cd (Zad. 73.) 
na płaszczyznę P, i szukamy kąta zawartego między prostemi 
AB i CD podług zad. 111.; będzie nim kąt be'd, dopełnie- 
nie zaś tego kąta, tj. kat a, jest katem szukanym. 

2gi sposób. Przez prostą daną przesuwamy płaszczyznę pro- 
stopadłą do płaszczyzny danćj (Zad, 77), szukamy prostój przecię- 
cia się tćj nowćj płaszczyzny z płaszczyzną dana, a kąt zawarty 
między ta prostą a prostą dana, jest kątem szukanym , należy 
go tylko otrzymać w prawdziwćj wielkości za pomocą kładu obu 
prostych. 
Zadanie 116. Znalesé kąt nachylenia dwóch 
płaszczyzn danych względem siebie. 

Zadanie to jest uogólnieniem zadania 99., gdzieśmy szu- 
kali kąta, jaki płaszczyzna dana zawiera z płaszczyzną pozio- 
mą rzutów, a więc także kąta między dwiema płaszczyznami. 
Teraz zatóm postąpić należy tak samo, tj. przez którykolwiek 
punkt wspólnego przecięcia się danych dwóch płaszczyzn 
(Zad. 62.) przesuwamy płaszczyznę prostopadłą do tegoż prze- 
cięcia (Zad. 74.), a kąt zawarty między prostemi przecięcia 
się téj płaszczyzny z płaszczyznami danemi, jest katem żąda- 
nym, potrzeba go tylko za pomocą kładu na jednę z płaszczyzn 
rzutów wyszukać w prawdziwój wielkości. 

Jako szczegółowe przypadki tego zadania, zważmy na- 
stepujace : 

1. Jeżeli obie płaszczyzny dane sa prostopadłe do płaszczy- 
any pionowéj rzutów, to kąt między ich śladami piono- 
wymi zawarty, jest miarą ich kąta nachylenia ; jeżeli zaś 
są prostopadłe do płaszczyzny pozioméj rzutów, to znów 
kąt między ich śladami poziomymi jest kątem szukanym. 

2. Jeżeli płaszczyzny Pi Q są tak dane z położenia swego, 
iż ich ślady np. poziome są do siebie równoległe (Fig. 99.), 
zaś pionowe przecinają się wzajem, wówczas rzecz wielce 
się upraszcza. Prostą bowiem przecięcia się tychże dwóch 
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płaszczyzn będzie ab', ab, tj. równoległa do płaszczyzny 
pozioméj rzutów (Zad. 62.), zaś płaszczyzna rr do nićj 
prostopadła, a przechodząca np. przez punkt aa téjze 
prostćj, będzie także prostopadłą i do płaszczyzny pozio- 
mój rzutów. Płaszczyzna ta rr przetnie się z płaszczyzną 
Pw prostój a'c', ac, zaś z płaszczyzną Q w prostéj a'd,ad, 
skąd powstanie trójkąt mający za podstawę cd, cd, 
zaś wierzchołek w punkcie a'a, a w którym kat przy aa 
jest kątem żądanym, potrzeba go tylko otrzymać w pra- 
wdziwéj wielkości. Tym celem robiąc kład poziomy tego 
trójkąta około r, to punkt a' zatoczy z punktu a łuk pro- 
mieniem aa' i przyjdzie do punktu a”, który połączony 
z punktami cid da nam kat Zadany tj. kąt ca'd. 

3. Jeżeli obie płaszczyzny dane P i Q (Fig. BS) są ró- 
wnoległe do osi rzutów, wtedy celem znalezienia kąta 
między niemi, albo postępujemy sposobem ogólnym po- 
wyżćj wskazanym, albo tóż co krécéj, zważywszy , że pła- 
szczyzna równoległa do osi rzutów jest tóm samém pro- 
stopadłą do płaszczyzny bocznój, szukamy śladów bocz- 
nych p” ig” danych dwóch płaszczyzn, a kąt między 
nimi zawarty, jest kątem żądanym w prawdziwćj wielkości. 

Zadanie 117. Znaleść kat między dwiema płaszczyznami, 
jeżeli 1) jedna z nich jest równoległa do płaszczyzny pozioméj 
lub pionowćj rzutów, druga zaś prostopadła; 2) obie płaszczyzny 
tak Sa dane, że ich ślady wszystkie schodzą się w jednym pun- 
kcie na osi rzutów, 


Zadanie 118. Znalesé odległość punktu od prostćj. 
Przez punkt dany i prostą daną przesuwamy płaszczyznę, 

i robimy kład tójże wraz z punktem i prostą na jednę z pła- 
szczyzn rzutów, a prostopadła spuszczona z punktu na kładzie 
otrzymanego na kład prostój, będzie odległością szukaną. A 
więc, mając dane rzuty punktu A i prostćj BC (Fig. 99), 
sposobem wiadomym (Zad. 55.) przesuwamy przez nie płasz- 
czyznę P, i robimy kład téjze np. poziomy, a znajdziemy punkt 
a” jako kład punktu danego, zaś be’ jako kład prostéj danćj. 
Z punktu a” spuściwszy następnie prostopadłą ad” na be”, 
ta prostopadła będzie odległością szukaną. Chcąc ją mieć w 
rzutach, postąpić należy według Zad. 105., a jeżeli rysunek 
dobry, to rzuty punktu d” muszą wypaść nafrzutach prostéj danćj. 
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z płaszczyzną dana, odcinamy odległość dana, a znajdziemy 
stąd punkt, przez który poprowadzona płaszczyzna równolegle 
do płaszczyzny danćj, będzie żądaną. A więc, ınajac dana pła- 
szczyznę P (Fig. 40%), i mając w odległości m poprowadzić 
do nićj płaszczyznę równoległa , kreślimy najprzód prostą a'b',ab 
prostopadłą do P, i szukamy punktu spotkania się jój z 
płaszczyzna P (Zad. 66.),— będzie nim punkt aʻa. Aby teraz 
znaleść punkt, któryby leżał od punktu a'a w odległości da- 
nój m, przesuwamy przez a%b',ab płaszczyznę rr, i robimy 
jój kład na płaszczyznę poziomą rzutów, to punkt a'a przyj- 
dzie do a“, zaś prostopadła ab',ab zajmie położenie ac". 
Na niéj od punktu a” odcinamy a'c"=m, i szukamy rzutów 
c'e punktu c“, które leżeć muszą na odpowiednich rzutach pro- 
stój a’b‘,ab, poczem połaczywszy a! z c' zaś a z c, otrzyma- 
my rzuty danćj odległości m. Przez punkt wreszcie c'c przesu- 
wamy płaszczyznę Q równolegle do P (Zad. 57.), a ta bę- 
dzie żądaną. 

Zadanie 126. Przez punkt dany poprowadzić 
prostą, któraby z płaszczyznami rzutów tworzyła kąty dane. 
Punkt dany jest «a (Fig. #03), przezeń mamy popro- 

wadzić prostą, któraby z płaszczyzną poziomą rzutów tworzyła 
kat m, zaś z pionową kat n. W tym celu przez punkt b, gdzie- 
kolwiek na osi obrany, pomyślmy sobie prosta pod danymi 
kątami wzgledem płaszczyzn rzutów poprowadzona, a następnie 
nie zmieniając jój nachylenia względem płaszczyzny poziomój 
rzutów, obróćmy ja około punktu b tak, iżby padła na płasz- 
czyznę pionową rzutów, to w tóm położeniu utworzy ona z 
osią rzutów kąt dany Aba=m. Wracając teraz z tą prostą w 
pierwotne jéj położenie, to punkt np. A’, gdziekolwiek na nićj 
na kładzie leżący, zostanie ciągle w téj samój odległości tj. 
A'a od płaszczyzny poziomój rzutów, a więc rzut jego piono- 
wy leżeć będzie gdzieś na réwnolegtéj A'd' przez A’ do osi 
poprowadzonćj, zaś poziomy na łuku acd, zatoczonym z pun- 
ktu b promieniem ba. 

Obróćmy następnie prostą pierwotnie pomyślana około 
punktu b tak, iżby znów nie zmieniając nachylenia swego wzglę- 
dem płaszczyzny pionowéj rzutów, padła na płaszczyznę po- 
ziomą , to teraz utworzy ona z osią rzutów kąt Aba'=n, zaś 
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tenże sam punkt A’, leżący wpierw na jéj kładzie pionowym, 
leżeć będzie w 4, w odległości bA=bA'; następnie wraca- 
jąc napowrót z nią w pierwotne położenie, punkt tenże A zo- 
stanie ciągle w odległości Aa’ od płaszczyzny pionowój rzu- 
tów, czyli rzut jego poziomy znajdować się musi gdzieś na 
równoległćj Ad, przez A do osi poprowadzonćj, zaś pionowy 
na łuku a'ec'd' z b promieniem ba’ zatoczonym. Skoro więc 
rzut poziomy tego samego punktu (tj. A lub A‘) prostćj, znaj- 
dowaé się ma i na równoległój Ad i na łuku acd, musi więc 
leżeć w punkcie ich przecięcia tj. w c, a podobnież znów rzut 
pionowy leżeć musi w ce’, tj. w punkcie przecięcia się równo- 
ległój A'd' z łukiem a'c'd'. Połączywszy tak znaleziony punkt 
c'e z punktem nieruchomym b, otrzymamy prostą be, be’ na- 
chylona pod kątami danymi tj. m i n względem płaszczyzn 
rzutów, a przez punkt dany «e poprowadziwszy wreszcie do 
niéj równoległa a'y, æy, — ta będzie żądaną. 

Uwaga I. Ponieważ prosta Ad z łukiem aed, zaś prosta 
Ad z łukiem acd' przecinają się także w punktach di d', 
zatem prosta bd, bd’ będzie także pod danymi kątami nachy- 
loną względem płaszczyzn rzutów; a gdy prócz tego cała kon- 
strukcya taka sama może być wykonaną także poza płaszczy- 
zną pionową rzutów, — wypada stąd, że można przez punkt 
dany przeprowadzić cztóry proste różne co do kierunku, a od- 
powiadające warunkowi zadania. 

Uwaga 2. Jeżeli summa kątów danych m i n jest równą 
albo większą od 90%, wtedy zadanie jest w pierwszym razie 
nieoznaczone, w drugim zaś nierozwiązalne, — czyli, że sum- 
ma kątów, jakie prosta tworzy z płaszczyznami rzutów , nie 
może wynosić wiecéj nad 90%. Aby się o tém przekonać, we- 
źmy najprzód prostą ab,ab (Fig. 404.) prostopadłą do osi 
rzutów, a wyznaczoną za pomocą punktu a'a na niéj danego. 
Z punktu a poprowadźmy do ab prostopadłą ac, odetnijmy 
ac—ba', i połączmy b z c, to kąt abe jest katem nachylenia 
prostéj danćj ab,ab względem płaszczyzny poziomćj rzutów 
(Zad. 96.); podobnież znów na prostopadłćj do ab z a’ wy- 
stawionéj odciawszy ad—ab, i połączywszy d z b, kąt dba’ 
jest kątem nachylenia prostćj danéj względem płaszczyzny pio- 
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z płaszczyzną dana, odcinamy odległość dana, a znajdziemy 
stąd punkt, przez który poprowadzona płaszczyzna równolegle 
do płaszczyzny danćj, będzie żądaną. A więc, ınajac dana pła- 
szczyznę P (Fig. £2), i mając w odległości m poprowadzić 
do nićj płaszczyznę równoległa , kreślimy najprzód prostą a'b',ab 
prostopadła do P, i szukamy punktu spotkania się jój z 
płaszczyzną P (Zad. 66.),— będzie nim punkt aʻa. Aby teraz 
znaleść punkt, któryby leżał od punktu a'a w odległości da- 
néj m, przesuwamy przez a’b’,ab płaszczyznę rr, i robimy 
jéj kład na płaszczyznę poziomą rzutów, to punkt aʻa przyj- 
dzie do a“, zaś prostopadła ab',ab zajmie położenie a'c". 
Na niéj od punktu a” odcinamy a'c"=m, i szukamy rzutów 
c'e punktu c“, które leżeć muszą na odpowiednich rzutach pro- 
stój a'b,ab, poczem połaczywszy a’ z c' zaś a z c, otrzyma- 
my rzuty danćj odległości m. Przez punkt wreszcie c'c przesu- 
wamy płaszczyznę Q równolegle do P (Zad. 57.), a ta be- 
dzie żądaną. 

Zadanie 126. Przez punkt dany poprowadzić 
prostą, któraby z płaszczyznami rzutów tworzyła kąty dane. 
Punkt dany jest «a (Fig. 103), przezeń mamy popro- 

wadzić prostą, któraby z płaszczyzną pozioma rzutów tworzyła 
kat m, zaś z pionową kat n. W tym celu przez punkt b, gdzie- 
kolwiek na osi obrany, pomyślmy sobie prostą pod danymi 
kątami względem płaszczyzn rzutów poprowadzona, a następnie 
nie zmieniając jéj nachylenia względem płaszczyzny pozioméj 
rzutów, obréémy ją około punktu b tak, iżby padła na płasz- 
czyznę pionową rzutów, to w tém położeniu utworzy ona % 
osią rzutów kąt dany A'ba=m. Wracając teraz z tą prostą w 
pierwotne jéj położenie, to punkt np. A’, gdziekolwiek na nićj 
na kładzie leżący, zostanie ciągle w tój samój odległości tj. 
A'a od płaszczyzny poziomój rzutów, a więc rzut jego piono- 
wy leżeć będzie gdzieś na równoległćj A'd' przez A’ do osi 
poprowadzonćj, zaś poziomy na łuku acd, zatoczonym z pun- 
ktu b promieniem ba. 

Obróćmy następnie prostą pierwotnie pomyślana około 
punktu b tak, iżby znów nie zmieniając nachylenia swego wzglę- 
dem płaszczyzny pionowéj rzutów, padła na płaszczyznę po- 
zioma , to teraz utworzy ona z osią rzutów kąt Aba'=n, zaś 
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tenże sam punkt A‘, leżący wpierw na jéj kładzie pionowym, 
leżeć będzie w A, w odległości bA=bA'; następnie wraca- 
jąc napowrót z nią w pierwotne położenie, punkt tenże A z0- 
stanie ciągle w odległości Aa' od płaszczyzny pionowćj rzu- 
tów, czyli rzut jego poziomy znajdować się musi gdzieś na 
równoległćj Ad, przez A do osi poprowadzonćj, zaś pionowy 
na łuku a'c'd' z b promieniem ba’ zatoczonym. Skoro więc 
rzut poziomy tego samego punktu (tj. A lub A‘) prostćj, znaj- 
dować się ma i na równoległćj Ad i na łuku acd, musi więć 
leżeć w punkcie ich przecięcia tj. w c, a podobnież znów rzut 
pionowy leżeć musi w c’, tj. w punkcie przecięcia się równo- 
ległćj A'd' z łukiem a'c'd'. Połączywszy tak znaleziony punkt 
c'e z punktem nieruchomym b, otrzymamy prostą be, be’ na- 
chylona pod kątami danymi tj. m i n względem płaszczyzn 
rzutów, a przez punkt dany «e poprowadziwszy wreszcie do 
niéj równoległą «'y, wy, — ta będzie żądaną. 

Uwaga |. Ponieważ prosta Ad z łukiem acd, zaś prosta 
Ad z łukiem acd' przecinają się także w punktach did’, 
zatem prosta bd, bd' będzie także pod danymi kątami nachy- 
loną względem płaszczyzn rzutów; a gdy prócz tego cała kon- 
strukcya taka sama może być wykonaną także poza płaszczy- 
zną pionową rzutów, — wypada stąd, że można przez punkt 
dany przeprowadzić cztóry proste różne co do kierunku, a od- 
powiadające warunkowi zadania. 

Uwaga 2. Jeżeli summa kątów danych m i n jest równą 
albo większą od 90%, wtedy zadanie jest w pierwszym razie 
nieoznaczone, w drugim zaś nierozwiązalne, — czyli, że sum- 
ma kątów, jakie prosta tworzy z płaszczyznami rzutów, nie 
może wynosić wiecéj nad 90°, Aby się o tém przekonać, we- 
śmy najprzód prostą ab,ab (Fig. 404.) prostopadłą do osi 
rzutów, a wyznaczoną za pomocą punktu aa na nićj danego. 
Z punktu a poprowadémy do ab prostopadłą ac, odetnijmy 
ac—ba', i połączmy b z e, to kąt abe jest kątem nachylenia 
prostéj danćj ab,ab względem płaszczyzny poziomćj rzutów 
(Zad. 96.); podobnież znów na prostopadłój do ab z a’ wy- 
stawionój odciąwszy a'd=ab, i połączywszy d z b, kat dba' 
jest kątem nachylenia prostéj danćj względem płaszczyzny pio- 
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nowéj rzutów. Ze zaś trójkąt abdoZach, zaś abe-+acb—90", 
zatóm abe+abd—90". 

Weźmy teraz inna prosta np. af, af przechodzącą przez 
oś rzutów. Na prostopadłych waia do af i af wyprowa- 
dzonych odciawszy ag=ba'=ac, zaś a'k=ba=a'd, i poprowa- 
dziwszy proste fg i fh, to katy afg i afh będą kątami nachy- 
lenia prostój af,af względem płaszczyzn rzutów. Że zaś w 
trójkatach prostokątnych gaf i cab, jest ag=ac, zaś af>ab, czyli 
kąt afg<abe, i również znów w tröjkatach kaf i dab jest kat 
afh<<a'bd, zatóm afg+-a'fh<<abc+-abd czyli afq+-a'fh<<90". 

Jeżeli teraz położenie prostéj w przestrzeni jest jakiekol- 
wiek, to przez punkt dowolny na osi można zawsze do nićj 


` równoległą poprowadzić, a następnie i dowieść jak poprzednio, 


że summa jéj kątów nachylenia względem płaszczyzn rzutów 
musi być mniejszą od 90°; jeżeli bowiem summa ta wynosi 
90°, wtedy prosta w przestrzeni musi być prostopadłą do osi 
rzutów, a tém samém nie jest dokładnie wyznaczoną. 
Zadanie 127. Przez punkt dany w przestrzeni 
przesunąć płaszczyznę nachyloną wzgledem płaszczyzn rzu- 
tów pod kątami ‘danymi. 

Mając przez punkt dany np. A przesunąć płaszczyznę 
nachyloną względem płaszczyzny pozioméj rzutów pod kątem m, 
zaś wzgledem pionowéj pod kątem n, kreślimy gdziekolwiek, a 
najkorzystnićj przez punkt gdzieś na osi obrany, prostą, któ- 
raby z płaszczyzną poziomą rzutów tworzyła kąt 90—m, zaś 
z pionową kąt 90—n (Zad. 126), to płaszezyzna, prostopadle 
do tój prostéj przez punkt A przesunięta, będzie żadaną. Uza- 
sadnić to możemy w sposób następujący : 

Niech płaszczyzna RQ (Fig. 105) przedstawia nam pla- 
szczyznę pionową rzutów, zaś RS poziomą; między niemi 
znajduje się płaszczyzna P, przecinająca się z RQ w prostéj 
p', zaś z RS w prostéj p. Przez punkt o, obrany gdzieś na 
osi RX, poprowadźmy prosta oa prostopadłą do płaszczyzny 
P i przypuśćmy, że przetnie się ona z płaszczyzną P w pun- 
kcie a; następnie z punktu tego a poprowadźmy ab prostopa- 
dle do p', a tém samém i do płaszczyzny pionowój rzutów , 


'zaS ac prostopadle do p a tém samém i do płaszczyzny po- 


zioméj rzutów. Przez proste ao i ab przesuńmy teraz płasz- 
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czyznę oab, to takowa będąc prostopadłą i do płaszczyzny P, 
i do płaszczyzny pionowćj rzutów , będzie tém samóm prosto- 
padłą i do ich wspólnego przecięcia p', a następnie i prosta 
ab przecięcia się jéj z płaszczyzną P, jako tóż prosta ob prze- 
cięcia się z płaszczyzna pionowa rzutów, będą także do p' pro- 
stopadłe , zaś kąt między niemi zawarty tj. abo=m będzie 
miarą nachylenia płaszczyzny P względem płaszczyzny piono- 
wéj rzutów. Ponieważ następnie na prostój ob (jako na śladzie 
pionowym płaszczyzny rzucającój pionowój oab) leży rzut pio- 
„nowy prostéj oa, zatóm kąt aob jest znów miarą nachylenia 
prostćj oa wzgledem płaszczyzny pionowéj rzutów, a gdy wre- 
szcie w trójkącie abo kąt przy a jest prostym, zatem kat 
abo-|-aob=90', czyli m--aob=90", skąd kąt aob=90%—m. 

Podobnież znów, przez proste oa i ac przesunawszy pła- 
szezyzne, ta przetnie się z płaszczyzną P w prostój ac, zaś 
z płaszczyzną poziomą rzutów w prostój oc; skoro zaś pla- 
szczyzna ta, będąc prostopadłą i do płaszczyzny P, i do 
płaszczyzny pozioméj rzutów, jest tém samém prostopadłą do 
prostéj p, zatém i proste ac i oe sa także do p prostopadłe, 
i tworzą z sobą kąt aco=n, będący miarą nachylenia płasz- 
czyzny P względem płaszczyzny poziomćj rzutów. Ponieważ 
następnie na prostéj oc (jako na śladzie poziomym płaszczyzny 
aoc prostopadłćój do płaszczyzny poziomćj rzutów), leży rzut 
poziomy prostéj ao, zatóm znów kat aoc jest miarą nachyle- 
nia prostéj ao względem płaszczyzny pozioméj rzutów; że zaś 
wreszcie w trójkącie aoc kąt przy a jest prosty, zatóm kąt 
aco-+-coa=90", czyli n--coa=90, skąd kat coa=90%—n. 

Widzimy więc stąd, że skoro, gdy płaszczyzna jakaś tworzy 
płaszczyzna rzutów kąty m i n, to prosta do nićj prostopadła 
tworzy z temiż płaszczyznami odpowiednio kąty 90°—m i 90°—n, 
zatem nawzajem, poprowadziwszy prostą pod kątami 90%—m 
i 90°—n względem płaszczyzn rzutów , to płaszczyzna do niéj 
prostopadła z temiż płaszczyznami utworzy kąty m i n. 

Uwaga I. Ponieważ przez punkt obrany na osi popro- 
wadzić można eztóry proste różne co do położenia, a two- 
rzące z płaszczyznami rzutów kąty dane (Zad. 126. Uw. 2.), 
zatóm i płaszczyzn odpowiadających warunkowi naszego zada- 
nia może być eztóry, różnych eo do położenia. 
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Uwaga 2. Ponieważ summa kątów, jakie prosta tworzy 
z płaszczyznami rzutów, wynosić może najwiecdj 90% zaś naj- 
mnićj 0°, zatém summa kątów nachylenia płaszczyzny wzglę- 
dem płaszczyzn rzutów wynosić znów może najwięcćj 180°, a 
najmnićj 90°, — i w pierwszym razie płaszczyzna będzie pro- 
stopadłą do osi, w drugim zaś równoległą do osi. 

Zadanie 128. Znaleść najkrótszą odległość dwóch 
prostych nie leżących w jednćj płaszczyznie. 

Najkrótszą odległością dwóch prostych nie leżących w je- 
dnćj płaszczyznie, jest wspólna do nich prostopadła. Aby zna~ 
leść takową, postępujemy w sposób następujący: Mając dane 
proste AB i CD (Fig. 406), przez jednę z nich np. AB 
przesuwamy płaszczyznę MN równoległą do prostéj CD, przez 
CD zaś płaszczyznę CDPQ prostopadłą „do płaszczyzny MN. 
Płaszczyzny te tj. MN i CDPQ przetną się w prostój PQ, 
równoległćj do CD, zaś prosta PQ z prostą AB przetną się 
w punkcie G. Z punktu G' wystawiwszy prostopadłą GH do 
płaszczyzny MN, ta naturalnie leżeć będzie na płaszczyznie 
CDPQ, i przetnie prostą CD w punkcie H. Ponieważ zaś 
prosta GH, będąc prostopadłą do AB i do PQ, jest tém sa- 
móm prostopadłą i do CD, zatóm jest ona najkrótszą odległo- 
ścią między prostemi AB i CD. 

Stosując rzecz tę do naszego rysunku, gdzie proste da- 
ne ab',abi c'd,ed (Fig. 40%.) ani są do siebie równole- 
głe, ani się z sobą przecinają, przesuwamy najprzód przez 
a'b',ab płaszczyznę p'p równoległą do c'd',cd i przez punkt 
ce, gdziekolwiek na cd,cd obrany, prowadzimy prostą o'c', oe 
prostopadłą do płaszczyzny p'p; szukamy następnie punktu 
o'o przecięcia się tój prostopadtéj z płaszczyzną p'p, i prze- 
zeń prowadzimy prostą r'o,ro równolegle do c'd,ed, a pro- 
sta ta r'o',ro będzie przecięciem się płaszczyzny p'p z plaszezy- 
zną do nićj prostopadłą, a przez c'd,cd przesuniętą. Prosta 
r'o‘,ro z prostą ab,ab przetna się w punkcie g'g, przez który 
prostopadle do płaszczyzny p'p, aż do przecięcia się z prosta 
c'd'ed, poprowadzona prosta g‘h',gh, będzie odległością szuka- 
ną w rzutach, potrzeba ją tylko wreszcie za pomocą obrotu 
otrzymać w prawdziwój wielkości. 
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0 zmianie płaszczyzn rzutów. 


Mnićj lub więcćj łatwa konstrukcya w rozwiązaniu jakie- 
goś zadania, zależy, jakeśmy to już na kilku przykładach po- 
znać mieli sposobność, od mnićj lub więcćj korzystnego poło- 
żenia rzeczy danych w zadaniu względem płaszczyzn rzutów. 
Nauka o obrotach i kładach wskazała nam sposoby, jak mo- 
żna zmieniać położenie tych rzeczy względem płaszczyzn rzu- 
tów, nie zrywając obopólnego między niemi związku, — nauka 
o zmianie płaszczyzn rzutów wskaże nam znów sposoby, jak 
można, nie zmieniając położenia rzeczy danych w zadaniu, zmie- 
nić tylko położenie płaszczyzn rzutów, —obu, albo tylko jednój, 
i to tak, iżby skutkiem téj zmiany wielkości dane, mimo że 
nieruszane ze swego miejsca — stanęły wzgledem zmienionych 
płaszczyzn rzutów w jak najkorzystniejszóm położeniu. Pożytki 
takićj zmiany poznaliśmy już przy zadaniach wymagających 
użycia płaszczyzny bocznój, gdzie ta płaszczyzna jest niczóm 
inném, jak tylko zmienioną co do położenia płaszczyzną pio- 
nową rzutów; — dalsze pożytki poznamy późnićj, Teraz cho- 
dzi przedewszystkiém o to, jak dane rzuty lub ślady wielkości 
danćj w przestrzeni, przenieść z jednego układu prostokatnego 
płaszczyzn rzutów na inny również prostokątny, którego poło- 
żenie względem pierwszego jest znaném. 

I. Zmiana równoległa jednój z płaszczyzn rzutów. 
Zadanie 129. Znalesé rzuty punktu danego, 
~ skoro płaszczyzna pozioma rzutów podniesioną lub zniżo- 

ną zostanie o długość daną. 

Danym jest punkt a'a (Fig. #08) odniesiony do osi 
rzutów æy; przypuscmy, że płaszczyzna pozioma rzutów pod- 
niesioną ze swego miejsca i ustawioną została równolegle do 
siebie saméj, a to w odległości danéj mn od swego pierwo- 
tnego położenia, tak iż prosta æy’ jest Śladem pionowym no- 
wéj płaszczyzny pozioméj rzutów, a tém samém nowa osią 
rzutów, do którćj odnieść mamy rzuty punktu danego. Aby 
je znaleść, uważmy, że skoro płaszczyzna pionowa rzutów z0- 
stała na swojóm miejscu, zatóm tak rzut pionowy punktu da- 
nego A, jak i odległość jego od płaszczyzny pionowéj rzutów 
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zmianie żadnój nie uległy. Rzut więc pionowy a’ zostanie na 
swojém miejscu, poziomy zaś a”, skoro miarą odległości pun- 
ktu w przestrzeni od płaszczyzny pionowéj rzutów jest odle- 
głość jego rzutu poziomego od osi, będzie w odległości 
ma'==na od nowój osi rzutów. 

Zadanie 130. Znaleść rzuty prostéj danćj, sko- 
ro płaszczyzna pozioma rzutów podniesioną lub zniżoną 
zostanie o długość daną. 

Mając daną prostą a'b'ab (Fig. 10) odniesiona do 
osi wy, a chcąc znaleść położenie jéj rzutów po podniesieniu 
płaszczyzny pozioméj rzutów o wysokość daną mn, obieramy 
na prostćj dwa punkta, szukamy ich nowych rzutów poziomych 
sposobem wyżéj wskazanym, i takowe z sobą łączymy ; rzuty 
ich zaś pionowe, a więc i rzut pionowy prostéj zostaną na 
swojóm miejscu. Albo krócój—zważywszy, że nowy rzut pozio- 
my ab” prostej musi być równoległym do rzutu dawnego ab, 
gdyż dwie płaszczyzny równoległe (ti. dawna i nowa pozioma 
rzutów) przecięte trzecią (tj. płaszczyzną rzucajaca poziomą, 
przez AB przesunięta) daja przecięcia równoległe, zatóm dość 
jest obrać tylko na prostój jeden punkt np. a'a, poszukać je- 
go nowego rzutu poziomego a”, i przezeń poprowadzić a/b’ 
równolegle do ab. 

Zadanie 131. Znalesé ślady płaszczyzny danćj, 
skoro płaszczyzna pozioma rzutów podniesioną lub zniżo- 
ną zostanie o długość daną. 

Dana jest płaszczyzna p'p (Fig. AA©.), dawna oś rzu- 
tów æy i nowa «y'. Ślad pionowy p' płaszczyzny zostanie na 
swojóm miejscu, i przetnie oś rzutów ay’ w punkcie O, przez 
który nowy ślad poziomy przechodzić musi. Ze zaś dwie pla- 
szczyzny równoległe przecięte trzecią (tj. dawna i nowa pła- 
szczyzna pozioma rzutów, przecięte płaszczyzna p'p), dają przecię- 
cia do siebie równoległe, zatém przez O poprowadziwszy p“ ró- 
wnolegle do p, otrzymamy ślad poziomy płaszczyzny danćj na 
zmienionćj plaszezyznie poziomój rzutów. 

W podobnyż sposób, jak dotad płaszczyznę poziomą rzu- 
tów, możemy znów cofać w tył lub wysuwać naprzód płasz- 
czyznę pionowa rzutów, nie zmieniając pozioméj, lub tóż ró- 
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wnocześnie przesuwać obie równolegle do siebie samych, i to 
albo o długości równe sobie lub tóż różne. 

Jako przykład zastosowania zmiany równoległćj jednéj z 
płaszczyzn rzutów, możemy wziąść znane nam już skądinąd 
zadanie, a mianowicie: 

Zadanie 132. Znaleść punkt przecięcia się pro- 
stój danéj z płaszczyzną daną za pomocą zmiany plasz- 
czyzn rzutów. 

Dana jest płaszczyzna p'p (Fig. A88.) i prosta a%/ab. 
Aby znaleść punkt ich przecięcia się z sobą, przesuwamy przez 
prostą a‘b‘,ab płaszczyznę rzucajaca np. poziomą s's, i szukamy 
prostój przecięcia się płaszczyzn p'p i s's. Przypuśćmy atoli, że 
ślady ich poziome nie przecinają się w granicach rysunku, skutkiem 
czego téj prostéj znaleść nie można. Aby temu zaradzić, pod- 
nieśmy płaszczyznę poziomą rzutów, nie zmieniając pionowćj, i 
niech nową osią rzutów będzie wy’, to na tak zmienionych 
płaszczyznach rzutów będzie p” śladem poziomym płaszczyzny 
a ślad pionowy p“ zostaje na swojém miejscu, zaś ea” bę- 
dzie rzutem poziomym prostéj danćj, a rzut pionowy zosta- 
je ac. Do płaszczyzny p'p” i prostéj a'e„a'e'' stosujemy teraz 
znana nam regułę, a mianowicie: przesuwamy przez prostą 
ac,a'c'" płaszczyznę rzucającą r/r; ta przetnie się z płaszczy- 
ma p'p” w prostéj mn,m'n”, punkt zaś o'o“, w którym ta 
prosta przecina się z prostą a'c,a'e'", będzie punktem szuka- 
nym, ale odniesionym do nowego układu płaszczyzn rzutów. 
Aby go wreszcie mieć odnośnie do dawnego, zniżamy znowu 
płaszczyznę poziomą rzutów do jéj pierwotnego położenia, a 
skutkiem tego, ponieważ rzut pionowy o' zostanie na swojém 
miejscu, zaś poziomy przyjdzie do o, punkta o'o będą rzutami 
punktu szukanego na pierwotnych płaszczyznach rzutów. 


Il. Zmiana pod kątem danym jednój z płaszczyzn rzutów. 


Zamiast zmiany réwnolegtéj jednój z płaszczyzn rzutów, 
można także ustawić którąkolwiek z nich tak, iżby nowe jéj 
położenie z pierwotnóm tworzyło kąt dany, skutkiem czego 
naturalnie kąt, jaki nowa oś rzutów utworzy z osią dawną, 
musi być równym kątowi danemu. Do takićj zmiany zaliczyć 
można znajome nam już wprowadzanie płaszczyzny bocznćj 
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rzutöw, ktöra jest plaszezyzna pionowa rzutöw ale ustawiona 
pod katem 90° względem swego pierwotnego położenia, to tóż 
kąt, jaki w tym razie nowa oś rzutów (tj. boczna) tworzy z 
osią dawną, jest prostym. 


Zadanie 133. ŻZnaleść rzuty punktu danego, 
skoro płaszczyzna pionowa rzutów skręconą zostanie o kąt 
dany tj. skoro zostanie ustawioną pod kątem danym wzgle- 
dem pierwotnego swego położenia. 

Dany punkt a'a (Fig. AAS) i dany kat a, jaki nowa 
płaszczyzna pionowa rzutów tworzyć ma z pierwotną. Pod ka- 
tem danym æ względem osi rzutów xy nakróśliwszy prosta ay’, 
ta będzie śladem poziomym nowćj płaszczyzny rzutów, i zara- 
zem będzie nową osią rzutów. Aby znaleść rzuty punktu aa 
odnośnie do tój osi, uważmy, że skoro płaszczyzna pozioma 
rzutów została ta sama, zatem i rzut poziomy a punktu da- 
nego zostanie na swojóm miejscu; gdy zaś przez zmianę pła- 
szczyzny pionowéj rzutów, odległość punktu danego w prze- 
strzeni od płaszczyzny pozioméj rzutów sie nie zmienia, a miarą 
tćj odległości jest na’ tj. odległość rzutu pionowego a’ od osi 
rzutów, zatem rzut pionowy a” punktu znajdować się będzie 
na prostopadłćj do nowój osi rzutów z a wyprowadzonéj, i to 
w odległości ma” = na’, 

Zadanie 134. Znaleść rzuty prostćj danćj, skoro 
płaszczyzna pionowa rzutów skręconą zostanie o kąt dany. 
Mając daną prostą a’b‘,ab (Fig. AAB) i nową oś rzutów 

«'y' pochyloną względem dawnéj pod kątem danym æ, obiera- 
my na prostéj gdziekolwiek dwa punkta np. aʻa i bb, szuka- 
my ich nowych rzutów pionowych a” i b”, a z połączenia ich 
otrzymamy nowy rzut pionowy ab’ prostéj danćj, poziomy 
zaś zostaje na swojóm miejscu. 

Zadanie 135. Znaleść ślady płaszczyzny danéj, 
skoro płaszczyzna pionowa rzutów skręconą zostanie o kąt 
dany. 

Dana jest płaszczyzna p'p (Fig. 44) i nowa oś rzutów 
w'y'. Płaszczyzna pozioma rzutów wraz ze śladem p płaszczy” 
zny danćj, na nićj leżącym , zostają na swojóm miejscu, a punkt 
s, gdzie ten ślad przecina oś rzutów «'y', jest punktem nale- 
Zacym do nowego śladu pionowego. Aby znaleść jeszcze jeden 
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punkt tego śladu, uważmy, że nowa płaszczyzna pionowa rzu- 
tów przecina pierwotną w prostéj m'm, prostopadłej w punkcie 
m do xy, zaś prosta mm przecina znów ślad pionowy p' w 
punkcie m’; że zaś punkt ten m’ leży współcześnie i na pła- 
szezyznie danéj i na nowéj płaszczyznie rzutów, jest więc pun- 
ktem należącym do ich wspólnego przecięcia, czyli do szuka- 
nego śladu pionowego. Zrobiwszy wreszcie kład nowéj płasz- 
czyzny rzutów na płaszczyznę pozioma, prosta m'm przyjdzie 
w położenie mm", zaś punkt m‘ przyjdzie do m“, tak iz 
mm'==mm'; połączywszy więc punkt m’ z punktem s, otrzy- 
mamy ślad p” płaszczyzny danćj na nowćj plaszezyznie piono- 
wéj rzutów. 

Jako przykład zastosowania takiéj znów zmiany jednćj 
z płaszczyzn rzutów, weźmy zadanie następujące: 

Zadanie 136. Znalesé kąt, jaki płaszczyzna 
dana tworzy z płaszczyzną poziomą rzutów. 

Dana jest płaszczyzna p'p (Fig. #45). Wiemy, że jeżeli 
płaszczyzna jest prostopadłą do płaszczyzny pionowéj rzutów, 
wtedy miarą kąta, jaki ona tworzy z płaszczyzną poziomą rzu- 
tów, jest kąt zawarty między jćj śladem pionowym a osią rzu- 
tów. Zmieńmy więc płaszczyznę pionową rzutów tak, iżby nasza 
płaszczyzna p'p stanęła do nićj prostopadle, czyli weźmy nową 
oś rzutów prostopadle do p, to śladem pionowym płaszczyzny 
danéj na tój nowéj płaszczyznie rzutów będzie p”, zaś pozio- 
my p zostaje na swojóm miejscu. Że zaś Ślad ten p jest te- 
raz prostopadłym do osi rzutów «'y', sama więc płaszczyzna 
pp“ jest prostopadłą do nowćj płaszczyzny pionowój rzutów, i 
kąt a, jaki jéj ślad p” tworzy z osią «'y', jest katem szukanym. 

Zadanie 137. Za pomocą stosownćj zmiany jednój z płasz- 
czyzn rzutów 1) znaleść kat między dwiema płaszczyznami, któ- 
rych ślady pionowe sa do siebie równoległe; 2) znaleść punkt przecie- 
cią się prostćj z płaszczyzną; 3) znaleść odległość dwóch prostych 
lub dwóch płaszczyzn do siebie równoległych. 
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0 kątach bryłowych tröjsciennych. 


Trzy płaszczyzny AOB, AOC i BOC (Fig. 446.) 
przecinające się z sobą w punkcie O tworzą kąt bryłowy 
trójścienny (der triadrische Winkel, — Pangle triedre). 
Proste przecięcia się tychże płaszczyzn ze sobą tj. AO, BO i 
CO zowią się krawędziami (die Kanten, — les arêtes), 
zaś płaszczyzny wy26j rzeczone kąt bryłowy zamykające, zwią 
się jego ścianami (die Seitenflächen, — les faces). Punkt, 
w którym się wszystkie Ściany z sobą przecinają, zwie się 
wierzchołkiem (die Ecke, — le sommet) kąta bryłowego. 
W kącie bryłowym trójściennym jest 6 rzeczy do uważania, a 
mianowicie 3 kąty płaskie i 3 kąty dwuścienne. Katami pła- 
skimi zowiemy kąty zawarte między krawędziami, ze wspól- 
nym wierzchołkiem w punkcie O, a więc katy: BOC=k,, 
COA=k, i BOA=k,; kąty zaś dwuścienne są kątami mie- 
rzącymi nachylenie względem siebie ścian, kąt bryłowy składa- 
jących. Z tych sześciu rzeczy, mając 3 wiadome i dane, pozo- 
stałe 3 przez konstrukcyą znalezione być mogą. Wypada stad 
możliwych 6 zadań przy kątach bryłowych ORARET a 
mianowicie mogą być dane: 

1. trzy jego katy płaskie ; 
2. dwa kąty płaskie i kat dwuścienny między nimi zawarty ; 
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3. dwa katy płaskie i kat dwuścienny przeciwległy jednemu 

z tychże katów płaskich ; 

4, trzy kąty dwuścienne ; 

5. dwa katy dwuścienne i kąt płaski między nimi zawarty ; 
wreszcie 

6. dwa kąty dwuścienne i kąt płaski jednemu z tychże 
przeciwległy. | 

Z punktu obranego gdziekolwiek wewnątrz kąta bryłowe- 
go trójściennego poprowadziwszy prostopadłe do ścian jego, a 
następnie, przez każde dwie z tych prostopadłych przesunąwszy 
płaszczyznę, płaszczyzny te utworzą nowy kąt bryłowy trój- 
ścienny, zwany katem trójściennym spełniającym 
(der triädrische Supplementar- Winkel, — l'angle triédre sup- 
plémentaire). Z pomocą takiego kąta spełniającego trzy osta- 
tnie zadania powyżéj podane mogą być zamienione na odpowie- 
dnie im trzy pierwsze, a to na mocy znów następującego zwią- 
zku, jaki istnieje między kątem bryłowym trójściennym, a ką- 
tem bryłowym spełniającym : 

Twierdzenie. Kąt płaski kąta bryłowego trójściennego. z 
kątem przeciwległym dwuściennym kąta bryłowego spełniające- 
go, wynoszą razem 180", i nawzajem. 

Wewnątrz kąta bryłowego BOCA (Fig. #46) obierzmy 
gdziekolwiek punkt o, i z niego spuśćmy prostopadłe na 
każdą ze Ścian kata bryłowego, a więc np. oa | BOC, ob | COA 
i oc | AOB. Przez dwie z tych prostopadłych tj. ob i oc prze- 
suńmy płaszczyznę Acob, to ta przechodząc przez ob | COA i 
oc | AOB, będzie tóm samóm prostopadłą do ścian COA i 
AOB, a więc także prostopadłą i do ich wspólnego przecięcia 
czyli do krawędzi OA. Płaszczyzna ta Acob przetnie się na- 
stępnie ze ścianą BOA w prostéj Ac, zaś ze Ścianą COA w 
_prostéj Ab, które także będą prostopadłemi do AO; że zaś 
wychodzą one z jednego punktu A na téjze krawędzi, i jedna 
z nich tj. Ac leży na ścianie AOB, druga zaś tj. Ab na ścia- 
nie COA, kąt więc między niemi zawarty tj. s, jest miarą na- 
chylenia do siebie ścian AOB i COA, czyli kątem dwuścien- 
nym między temiż. Z tegoż samego powodu płaszczyzna Boac 
przesunięta przez oa i oc jest prostopadłą do ścian AOB i 
BOC, a tóm samém prostopadłą do krawędzi OB, zaś kąt 
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zawarty między Be i Ba czyli kąt są jest miarą nachylenia 

ścian tychże do siebie, czyli miarą kąta dwuściennego AOBC. 

Nareszcie przez proste ob i oa przesunąwszy płaszczyznę Coab, 

ta będzie znów prostopadła do ścian COA i COB, a więc 

prostopadłą i do krawędzi OC, zaś kąt s, zawarty między Cb 
Ca będzie miarą kąta dwuściennego AOCB. 

Wskutek przesunięcia tych trzech nowych płaszczyzn po- 
wstał kąt bryłowy trójścienny o, którego katy płaskie oznacz- 
my przez ky, ky, k';. Aby znaleść jego katy dwuścienne, u- 
ważmy , że krawędź jego ob będąc z założenia prostopadłą do 
płaszczyzny COA, jest tém samém prostopadłą do każdój pro- 
stój przez jéj spodek idącój a na tój płaszczyznie położo- 
nój, a więc jest prostopadłą do bC i bA; proste te zaś bC'i bA, 
będąc prostopadłe do krawędzi ob, wychodząc z jednego jéj 
punktu i będąc położone na dwóch różnych płaszczyznach, 
tworzą kąt s‘,, który jest miarą kąta dwuściennego AobC, 
czyli miarą nachylenia dwóch ścian Aboc i Choa względem sie- 
bie. Podobnież rozumując, znajdziemy, że kąt s‘, jest miarą 
kąta dwuściennego między ścianami Aboc i Bcoa, nareszcie kąt 
s,‘ miarą kąta dwuściennego między ścianami Beoa i Choa. 

Tak mając wyznaczone wszystkie kąty płaskie i dwu- 
ścienne obu kątów bryłowych O i o, łatwo dowiedziemy twier- 
dzenia założonego; uważmy bowiem, że w czworoboku Aobe 
jest kąt Aco—Abo—90", a stąd wypada, że summa dwóch innych tj, 

sı +-k',=180°. Podobnież w czworoboku Bcoa mamy 

81-k'4=1800 jako tóż w czworoboku Choa 

8;1-k'4=1800 tj. że którykolwiek kąt dwuścienny kata 
bryłowego O z kątem mu przeciwległym płaskim kąta bryło- 
wego o spełniają się wzajem do 180°. 

Uważmy dalćj, że w czworoboku OBaC jest kat OBa= 
OCa=90°, a stąd wypada, że summa dwóch innych tj. 

k,-+-s';=180°. Dalój w czworoboku OAbC mamy 
kaą-|-8'7=1800, nareszcie w czworoboku OBcA mamy 
k;-j-8'4=1800, tj. że którykolwiek kąt płaski kąta bry- 
łowego O z przeciwległym mu katem dwuściennym kąta bry- 
łowego o, spełniają się również do 180°. 
Zadanie 138. Mając dane trzy kąty płaskie 

Kı, ky, ky kąta bryłowego trójściennego , znaleść trzy jego 

kąty dwuścienne s,, Są 1 Sg. 
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Dane kąty płaskie k,, ką, ką króślimy obok siebie przy 
wspólnym wierzchołku O na płaszczyznie pozioméj rzutów 
(Fig. 14%.), ale tak, iżby krawędź jednego z nich np. kata 
ką czyli krawędź AO stała prostopadle do osi rzutów. Nie ru- 
szając kąta k,, a obracając równocześnie płaszczyznę kąta kı 
około krawędzi OA, zaś płaszczyznę kąta k, około OC w gó- 
rę dopóty, dopóki krawędzie OB i OD nie zejdą się wzajem, 
to trzy płaszczyzny dane ky, ki ką utworzą nam kat bryłowy 
trójścienny. Ponieważ zaś przy zejściu się krawędzi OB i OD, 
zejdą się także te ich punkta ze sobą, które są równo odda- 
lone od punktu O, zatóm odciąwszy Oa=Ob, punkta a i b 
spotkać się muszą wzajem w jednym punkcie, którego rzuty 
będą wspólnymi dla obu tych punktów. Aby znaleść najprzód 
rzut poziomy tego punktu, dość zauważyć, że rzut poziomy pun- 
ktu a jako leżącego na kładzie poziomym, po zrobieniu obrotu 
będzie się znajdował gdzieś na prostopadłój do osi obrotu OA, 
a rzut poziomy punktu b na prostopadtéj do osi obrotu OC; 
że zaś oba te punkta maja mieć wspólny rzut poziomy , tako- 
wy więc będzie w punkcie przecięcia się obu tych prostopa- 
dłych tj. w punkcie s. Aby następnie znaleść rzut pionowy te- 
goż punktu, uważmy, że mamy dany do tego kład punktu a, 
jego rzut poziomy s i oś kładów OA, a chodzi o znalezienie 
rzutu pionowego; zatóm (podług Zad. 103.) przez s prowadzi- 
my równoległą do osi kładu, promieniem ac z punktu c zata- 
czamy łuk do przecięcia się z tąż równoległą w g, i łączymy 
c zg, a otrzymamy stąd trójkąt prostokątny csg, w którym 
sg jest miarą podniesienia punktu S nad płaszczyznę poziomą 
rzutów. Toż samo zrobiwszy dla punktu b, tj. przez jego rzut 
poziomy s poprowadziwszy równoległą do osi kładu OC, i pro- 
mieniem bd z punktu d zatoczywszy łuk aż do przecięcia się 
z tą prostopadłą w punkcie h, to w trójkącie prostokątnym 
dsh jest sh miarą tój saméj odległości punktu S od płaszczy- 
zny poziomćj rzutów, i jeżeli rysunek dobry, musi być sg=sh. 
Odciąwszy więc na prostopadłój do osi z s wyprowadzonéj 
s‘k==sg—sh, znajdziemy s' czyli rzut pionowy punktu ©. 

Rzut pionowy s‘ można także otrzymać inaczćj, zważyw- 
szy, że leżeć on musi na prostopadłćj z s do osi wyprowa- 
dzonéj i na rzucie pionowym koła zatoczonego przez punkt a 
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promieniem o'm=ac, a które to koło na rzucie pionowym po- 
każe się w prawdziwćj wielkości, płaszczyzna jego bowiem stoi 
równolegle do płaszczyzny pionowéj rzutów. 

Mając tak wyznaczone rzuty punktu ©, łączymy je z od- 
powiednimi rzutami wierzchołka kąta bryłowego tj. z O i O', 
a otrzymamy stad Os i O's’ tj. rzuty krawędzi kata bryłowego 
podniesionćj ponad płaszczyznę poziomą rzutów, podczas gdy 
dwie pozostałe krawędzie tj. OA i OC pozostały wraz z kątem 
k, na płaszczyznie poziomćj rzutów, a więc ich rzuty pionowe 
leżą na osi rzutów. 

Aby wreszcie, mając już trzy krawędzie kąta bryłowego 
OO’ wyznaczone w rzutach, wyznaczyć jego katy dwuścienne, 
dość zauważyć, że w trójkącie prostokątnym esg kąt segq—kO's'=s, 
jest kątem, jaki płaszczyzna AOB tworzy z płaszczyzna po- 
ziomą rzutów, awięc i z płaszczyzną AOC (Zad. 101), czyli 
jest kątem dwuściennym między niemi zawartym, i podobnież 
w trójkącie prostokątnym shd jest kąt sdh=s, kątem nachyle- 
nia płaszczyzny COD do płaszczyzny AOC. Aby zaś znaleść 
trzeci kąt dwuścienny s czyli kąt nachylenia płaszczyzn AOB 
i COD, prowadzimy przez punkt np. s's obrany na krawę- 
dzi Os,O's* płaszczyznę prostopadłą do tójże krawędzi sposo- 
bem wiadomym, to śladem poziomym téj płaszczyzny będzie 
MN; otrzymamy stąd rzut poziomy kąta szukanego tj. kat 
rsn, a zrobiwszy jego kład około MN na płaszczyznę pozio- 
mą rzutów, znajdziemy tenże kattj. »s’’n—s, w prawdziwćj wielkości. 

Uwaga. Z trzech kątów płaskich chcąc złożyć kąt bry- 
łowy trójścienny, musi być 1) summa wszystkich trzech mniej- 
szą od 360°, a prócz tego 2) największy z nich musi być 
mniejszym od summy dwóch innych. 

Zadanie 139. Dane są dwa kąty płaskie k, i 
ką, tudzież kąt dwuścienny s; między nimi zawarty; zna- 
lese dwa kąty dwuścienne s, i %, jakotéz kąt płaski ky 
między nimi zawarty. 

Króślimy dwa dane kąty płaskie k, i ką, podobnie jak 
w zadaniu poprzedzającóm, na płaszczyznie poziomój rzutów 
(Fig. AAS) i nie ruszając kąta k», obracamy płaszczyznę ką- 
ta k, około osi AO dopóty, dopóki nie utworzy ona z płasz- 
czyzna poziomą rzutów danego kąta s,, czyli dopóki ślad jéj 
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pionowy O'L', który zarazem jest rzutem pionowym krawędzi 
OB po obrocie, nie utworzy z osią rzutów tegoż kąta sz, 
Skutkiem tego rzut poziomy punktu a, obranego gdziekolwiek 
na krawędzi OB przyjdzie do s, zaś pionowy do s‘, i prosta 
OL będzie rzutem poziomym krawędzi OB po wykonanym o0- 
brocie, a kąt LOC rzutem poziomym kąta szukanego k,. Aby 
tenże kąt znaleść w prawdziwćj wielkości, prowadzimy sm | OC, 
a następnie z punktu O promieniem Oa zataczamy łuk aż do 
przecięcia się z taż prostopadła w punkcie b, który połączony 
z O, da nam kąt trzeci płaski w prawdziwéj wielkości. Aby 
znaleść następnie kąt dwuścienny s,, postępujemy według za- 
dania poprzedzającego, tj. promieniem bm z punktu m zata- 
czamy łuk aż do przecięcia się z równoległa do OC przez s 
poprowadzoną w punkcie e, a powstanie stąd trójkat sme, w 
którym kat sme=s, jest kątem dwuściennym między ką i k4— 
i jeżeli rysunek dobry, musi być sd=se—s'g. Nareszcie, aby 
znaleść kąt dwuścienny s}, prowadzimy również jak przy za- 
daniu poprzedzającóm , przez ss płaszczyznę prostopadłą do 
OL',OL, — to ślad poziomy tćj płaszczyzny będzie MN, zaś 
rzut poziomy kąta szukanego będzie hsk; zrobiwszy jógo kład 
na płaszczyznę poziomą rzutów, znajdziemy kąt hs“k = s 
w prawdziwéj wielkości. 
Zadanie 140. Dane są dwa kąty płaskie ką 

k,, jako téż kąt dwuścienny s, przeciwległy kątowi ką ; 

znaleść trzeci kąt płaski k,, i 2 kąty dwuścienne s, i 89. 

Mając dane kąty płaskie k, i ką kładziemy je obok sie- 
bie na płaszczyznie pozioméj rzutów tak samo, jak przy za- 
daniach poprzedzających (Fig. 84%) Ponieważ zaś danym 
jest także kąt dwuścienny s,, zatóm płaszczyzna kata płaskie- 
go nieznanego tj. k, musi stać do płaszczyzny kata ką a więc 
i do płaszczyzny pozioméj rzutów pod tymże katem ,— czyli 
płaszczyzna AOL przesunięta przez AO pod katem sz wzglę- 
dem płaszczyzny poziomój rzutów, będzie .płaszczyzną kata kj. 
Obracajac teraz płaszczyznę kąta k, około OC w górę dopó- 
ty, dopóki krawędź OD nie padnie na płaszczyznę AO'L', to 
po zejściu się ich wzajemnóm ze soba powstanie kat bryłowy 
trójścienny, w którym przedewszystkićm chodzi © wyznaczenie 
położenia krawędzi OD po uskutecznieniu obrotu kąta ką. 
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W tym celu uważmy, że punkt b obrany gdziekolwiek na 
krawędzi OD podczas obrotu kata kz zatacza koło, którego 
płaszczyzna nmm’ jest prostopadła do osi obrotu OC, a więc 
jest także prostopadłą do płaszczyzny pozioméj rzutów, i że 
punkt przecięcia się tego koła z płaszczyzną AO'L będzie poło- 
żeniem punktu b po obrocie. Że zaś ten punkt przecięcia le- 
żeć musi na prostój przecięcia się płaszczyzny AO'L z pla- 
szezyzna nmm’, szukamy więc najprzód tóćj prostéj (będzie 
nią prosta nm,‘O'm'), a następnie robimy jéj kład, jakotóż 
koła leżącego w płaszczyznie nmm, na płaszczyznę pozioma 
rzutów. Otrzymany stąd kład prostéj nm”, z kładem koła 
przecinają się w dwóch punktach, tj. w kik, co znaczy, 
ze mogą tu być dwa rozwiązania, czyli mogą powstać stad 
dwa katy bryłowe, odpowiadające warunkom zadania. Aby rzut 
poziomy trzeciéj krawędzi tych dwóch kątów bryłowych wy- 
znaczyć, potrzeba tylko teraz punkta kik, wrócić z kładu 
nazad w płaszczyznę nmm“, czyli poszukać ich rzutów pozio- 
mych, tj. z k i k, poprowadzić prostopadłe do osi kładu nm, 
a otrzymane stąd punkta r i r, (jako leżące na rzucie pozio- 
mym prostćj nm,O'm‘) połączyć z punktem O, tak, iż dla je- 
dnego kata bryłowego rzutami krawędzi podniesionćj ponad 
płaszczyznę poziomą rzutów, będą OZ,O'L/, zaś dla drugiego 
będą OZ,,OL,. Co się wreszcie tycze kątów dwuściennych e, 
i s,, takowe dla każdego z tych kątów bryłowych znajdzie się 
sposobem , jak przy Zad. 138, lub 139., kat zaś płaski k, w 
prawdziwój wielkości znajdzie się tak samo jak kąt ką w Zad. 139. 
Nie zawsze jednak przy tóm zadaniu są dwa rozwiązania 
możliwe; a mianowicie w przypadku, gdy prosta nm“ jest 
styczną do koła na kładzie otrzymanego, w takim razie zada- 
nie jest Ściśle oznaczonóm, tj. otrzymamy tylko jedno rozwią- 
zanie. W przypadku wreszcie, gdy ta prosta nm” nie jest ani 
styczną ani sieczną, nie otrzymamy żadnego rozwiązania, czyli 
w takim razie z rzeczy danych w zadaniu, kat bryłowy skon- 
struowanym być nie może. 
Zadanie 1441. Dane są trzy kąty dwuścienne s, 
% t Sa kąta bryłowego trójściennego, znaleść trzy jego kæ- 
ty płaskie k;, ką t ky. 
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Powiedziano na początku tego $fu., że z 6 zadań tam 
przytoczonych , ostatnie trzy z pomocą kąta bryłowego speł- 
niającego na trzy pierwsze sprowadzić można. Jakoż, mając 
dane kąty s,, są i ss, tém samém mamy wiadome kąty płaskie 
kąta bryłowego spełniającego, tj. k',=180%—s,, k',=180%—s,, 
k',=1800—s;, ,— a więc z tych trzech ostatnich rzeczy skonstruo- 
wawszy kąt bryłowy spełniający, znajdziemy podług Zad. 138 
trzy jego katy dwuścienne tj. s/, 8 i s',. Te zaś mając zna- 
lezione, mieć tóm samóm będziemy katy płaskie szukane, gdyż 
ky =1800—s', k4=180—s', zaś ką=1800—s';. 

Zadanie 142. Dane są dwa kąty dwuścienne 

Sı i Sy kąta bryłowego trójściennego i kąt płaski k, mię- 

dzy nimi zawarty; znaleść trzeci kąt dwuścienny s; i dwa 

kąty płaskie k, i ka. 

Mając dane sı, % i kj, tém samém mamy wiadome 
w kącie trójściennym spełniającym k, kj i s‘,; z tych trzech 
ostatnich rzeczy podług Zad. 139 znajdziemy sy, 8% i k, ate 
znów mając znalezione, otrzymamy s,=180%—k',, k,=180°—s‘,; 
zaś ka=180%—s'. 

Zadanie 143. Dane są dwa kąty dwuścienne 

Sz i 8, kąta bryłowego trójściennego i kąt płaski ką je- 

dnemu z nich przeciwległy; znaleść kąt dwuścienny 8; , 

jako tóż kąty płaskie k, i ką. 

Zadanie to zamieni się na Zad. 140, gdyż dla kąta trójścien- 
nego spełniającego mamy wiadome ką, =180%—s, k'„=180%—s';, 
jako tóż s4=180%—ką, skąd znalazłszy k, tudzież s, i sy 
otrzymamy rzeczy szukane, a mianowicie będzie s,=180—k*, 
k,=180°—s',, zaś k; =1800—s';. 
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ROZDZIAŁ TV. 


Wielosciany, ich rzuty, przekroje i prze- 
cięcia wzajemne. 


$ 19. 
0 wielościanach w ogólności. 


Przestrzeń ograniczoną ze wszech stron płaszczyznami 
przecinającemi się z sobą zowiemy wielościan em (das Po- 
lyeder, — polyédre). Płaszczyzny wielościan ograniczające , 
zowią się jego ścianami; proste, w których się ściany z 
sobą przecinają, zowią się krawędziami, a wreszcie pun- 
kta, w których się krawędzie przecinają, zowią się narożni- 
kami albo wierzchołkami wielościanu. Zależnie od licz- 
by ścian ograniczających wielościan, tenże przyjmuje szczegó- 
towa nazwę; i tak np. pięciościan oznacza przestrzeń ograni- 
czoną pięciu ścianami, dwunastościan oznacza przestrzeń ogra- 
niczoną dwunastu ścianami itp. Aby przestrzeń ze wszech stron 
ograniczyć, potrzeba najmnićj cztórech płaszczyzn czyli ścian, 
z warunkiem jednakże, iżby każda z nich trzy inne przecinała ; 
jeżeli bowiem nietylko cztóry, ale i więcéj ścian przecina sie 
ale tak, że wszystkie mają jeden punkt wspólny, to przecież 
nie zamykają one ze wszech stron przestrzeni i nie tworza 
wielościanu, ale tylko kat bryłowy wielościenny. 

Między wielościanami na szczególną uwagę zasługują : 
graniastosłup (das Prisma, — prisme), ostrosłup 
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OT RER 
(die Piramide, — pyramide), jako tóż tak zwane bryły fo- 
remne (die regelmässigen Polyeder, — polyédres réguliers), 
których jest pięć, a mianowicie: 1) czworościan (das 
regelmässige Tetraeder, — tetratdre regulier), 2) sześcian 
czyli kostka (das Hexaeder albo Cubus, — hexaeder albo 
cube), 3) ośmiościan (das Octaeder, — octaddre), 4) dwu- 
nastościan (das Dodekaeder, — dodécaédre) i 5) dwu- 
dziestościan (das Ikosaeder, — icosaédre). 

Poznawszy dotąd sposoby przedstawiania punktów , linij 
prostych, figur prostokreślnych, a w ogólności płaszczyzn w 
najrozmaitszych ich położeniach za pomocą rzutów lub śla- 
dów, następnie zaś z rzutów danych wyznaczania prawdziwój 
wielkości tychże, łatwo sposoby te zastosować do wielościa- 
nów; zważywszy, że ich granicami są płaszczyzny , granicami 
płaszczyzn krawędzie, a granicami tych ostatnich są narożniki 
czyli wierzchołki wielościanów; albo krótko mówiąc, że każdy 
wielościan uważać można jako damy i oznaczony , jeżeli dane 
są z położenia jego wierzchołki, a prócz tego jeżeli wiadomóm 
jest, w jakim porządku wierzchołki te wzajem parami do sie- 
bie należą. Aby zaś konstrukcyą kreślenia rzutów wielościanów 
ułatwić sobie o ile możliwóm, ustawiamy je lub tóż wyo- 
brażamy je sobie ustawione w jak najkorzystniejszóm położe- 
niu względem płaszczyzn rzutów, a mianowicie w takiém, w 
którómby rzuty jak najwiekszéj liczby ścian lub krawędzi po- 
kazały się w prawdziwój swój wielkości. Co się wreszcie tyczć 
tego, iżby dla oka naszego rzut był wiernym obrazem rzeczy 
nim przedstawionćj, do tego służą uwagi podane na początku 
8. 13., mianowicie, iżby na każdym rzucie były wyraźnie 
odróżnione części widoczne wielościanu od niewidocznych. 


$. 20. 


Rzuty graniastosłupów. 


Jeżeli kilka płaszczyzn przecinajacych się tak, że wspól- 
ne przecięcia się każdych dwóch są do siebie równoległe, prze- 
tniemy dwiema płaszczyznami do siebie réwnolegtemi, otrzy- 
mamy ze wszech stron ograniczoną przestrzeń, a zatóm ciało 
geometryczne, które graniastosłupem nazywamy. Dwie 
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ostatnie plaszezyzny po przecieciu sie z pierwszemi, i to z ka- 
żda z nich w linii prostéj, dadzą nam dwa wielokaty do sie- 
bie przystające, które sie zowią podstawami (die Basis, — 
la base) graniastosłupa, a mianowicie jedna dolną, druga 
górną. Zważywszy, że wszystkie inne płaszczyzny, przecina- 
jąc się z dwiema podstawami, dają nam tyle równoległoboków, 
ile jest płaszczyzn, czyli—ile każda z podstaw ma boków, za- 
tém graniastosłup otrzymać można, nakreśliwszy na jakiéjkol- 
wiek płaszczyznie wielokąt prostokreślny, i przez wszystkie je- 
go wierzchołki poprowadziwszy nad lub pod jego płaszczyzną 
proste równoległe równe sobie, a potóm łącząc ich końce 
prostemi; otrzymamy bowiem stąd wielokąt przystający do 
poprzednio nakreślonego, proste zaś równoległe wraz z boka- 
mi tych dwóch równych wielokątów zamkną równoległoboki , 
które uważane jako płaszczyzny, zamkną znów przestrzeń ze 
stron wszystkich, t. j. utworzą graniastosłup. Czyli inaczéj 
mówiąc, graniastosłup uważać można, jako bryłę powstałą 
przez ruch prostéj ograniczonéj, posuwającój się ciągle równo- 
legle do siebie saméj i do danego kierunku po obwodzie wie- 
lokąta płaskiego, uważanego za podstawę graniastosłupa. Pro- 
sta ruchoma zowie się w takim razie rodzącą (die Erzeu- 
gende, — la génératrice), zaś wielokąt, po którym ona się 
posuwa, zowie się kierownicą (die Leitende, — direc- 
trice). 

Wysokością (die Höhe, — la hauteur) graniastosłu- 
pa zowiemy prostopadłą spuszczoną z któregokolwiek punktu 
płaszczyzny jednój podstawy na płaszczyznę podstawy drugićj. 

Stereometrya uczy, że przeciawszy graniastosłup płasz- 
czyzną równoległą do jednój z jego podstaw, figura przecięcia 
jest wielokątem przystajacym do podstawy. Wypływa stąd, że 
graniastosłup uważać znów można jako powstały przez ruch 
jego podstawy, równolegle do pierwszego jéj położenia, wzdłuż 
ktéréjkolwiek krawędzi czyli prostćj ograniczonéj, — a w takim 
znów razie wielokąt podstawy jest linią rodzącą, zaś krawędź 
graniastosłupa jéj kierownicą. 

Płaszczyzna nie równolegle, lecz pod jakiémkolwiek na- 
chyleniem względem podstawy graniastosłupa poprowadzona, 
dzieli tenże graniastosłup na dwa inne, zwane graniasto- 
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słupami ściętymi (ein abgestumpftes Prisma, — un tronc 
de prisme). 

Graniastosłupy przybierają nazwy od liczby ścian bocznych, 
czyli, co na jedno wychodzi, od liczby boków wielokąta służą- 
cego im za podstawę. I tak są graniastosłupy trójścienne, 
czworościennę itp., w miare tego, czy podstawa ich jest trójkąt, 
czworokąt itp. 

Graniastostup zowiemy prostym (ein senkrechtes Pri- 
sma, — un prisme droit), jeżeli krawędzie jego sa do podstaw 
prostopadłe; w tym razie każda krawędź jest zarazem wyso- 
kością graniastosłupa, ściany zaś boczne sa prostokatami. Ka- 
żdy inny graniastosłup zowie się ukośnym (ein schiefes Pri- 
sma, — un prisme oblique). Jeżeli podstawa graniastosłupa 
prostego jest wielokąt foremny, wtedy graniastosłup zowie się 
foremnym (ein regulires Prisma, — prisme rógulier). W ta- 
kim graniastosłupie znów wszystkie ściany boczne są prostoka- 
tami sobie równymi. 

Jeżeli w graniastosłupie podstawy sa równoległobokami, 
wtedy zowie się oń równoległościanem (ein Parallelopi- 
ped, — un parallélépipéde); może on być prostym lub uko- 
śnym, w miarę tego, czy krawędzie jego są prostopadłe do 
podstaw, czy nie. Równoległościan prosty nazywa się prosto- 
kątnym, jeżeli prócz prostopadłości krawędzi, podstawy jego 
są prostokątami. 

Wiedząc z tego, co się zwyż powiedziało, w jaki sposób 
pojmować i tłomaczyć sobie możemy powstawanie graniasto- 
słupa, łatwo rzecz tę zastosować teraz do nakreślenia jego 
rzutów, do tego bowiem potrzebujemy mieć tylko dane rzuty 
jego kierownicy i rzuty kierunku rodzacéj czyli krawędzi. I tak: 

Zadanie 14%. Nakreślić rzuty graniastosłupa, 
mając dany wielokąt jako jego kierownicę i kierunek krawędzi. 

Danym jest czworobok abed,a'b'c'd' (Fig. AZO) i prosta 
g'g. Aby z tych danych nakróślić rzuty graniastosłupa , pro- 
wadzimy przez wierzchołki czworoboku danego tj: przez punkta 
a'a, bb, c'c i d'd proste równoległe do prostéj danćj a mia- 
nowicie, przez a‘, b, c' id’ prowadzimy równoległe do g‘, zaś 
przez a, b, c i d równoległe do g; otrzymamy stąd rzuty kra- 
wędzi graniastosłupa, które wraz z rzutami kierownicy dadzą 
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nam abeda,b,c,d, jako rzut poziomy, zaś a‘b’c'd‘a',b‘,c',d’, jako 
rzut pionowy graniastosłupa. 
Zadanie 145. Mając dane rzuty graniastosłupa, 
wyznaczyć jego ślady. 

Śladami graniastosłupa , a w ogóle jakiegobądź wielościa- 
nu, nazywamy figury powstałe z przecięcia się tegoż wielo- 
ścianu z płaszczyznami rzutów. Aby znaleść takowe, szukamy 
śladów poziomych h,, hy, hy, hy (Fig. AZO) i pionowych v, 
wą, vs, vy wszystkich krawędzi danego graniastosłupa, i ślady 
te na każdym rzucie z osobna łaczymy z sobą prostemi w na- 
leżytym porządku, a otrzymamy stąd czworokąt hh, jako 
poziomy, zaś vyvyvzv, jako pionowy ślad danego graniastosłupa. 

Zadanie 146. Mając dany jeden z rzutów pun- 
ktu na graniastostupie leżącego, znaleść rzut jego drugi. 

Ponieważ punkt leżąc na graniastosłupie, leży tém sa- 
móm na rodzacéj graniastosłupa przezeń poprowadzonćj, rzuty 
więc jego na rzutach téjze rodzacéj leżeć muszą. Jeżeli zatem 
danym jest np. rzut pionowy m’ (Fig. 48©) punktu M, znaleść 
zaś mamy rzut jego poziomy, prowadzimy przez m’ prostą n's“ 
równoległą do rzutu pionowego krawędzi graniastosłupa, a prosta 
ta będzie rzutem pionowym rodzacéj przez punkt M poprowa- 
dzonéj; prosta ta przetnie się z rzutem !pionowym ab'e'd' kie- 
rownicy graniastosłupa w punkcie m, dla którego znalazłszy 
rzut poziomy n (będzie on na rzucie poziomym abcd kierownicy), 
prowadzimy przezeń prosta ns równolegle do rzutu poziomego 
krawędzi graniastosłapa, a otrzymamy stąd rzut poziomy tójże 
rodzacéj. Mając takowy, łatwo znajdziemy rzut pożiomy m 
punktu M, znajdować się on bowiem musi na prostopadtéj do 
osi z m’ poprowadzonéj i na ns, tj. na rzucie poziomym rodzą- 
cój, a więc na ich wspólnóm przecięciu. 

Zadanie 1247. Nakreślić rzuty graniastosłupa 
prostego, mając daną jego podstawę i wysokość. 

Dana podstawę graniastosłupa np. pięciokąt foremny 
abcde (Fig. ABA.) króślimy na płaszczyznie pozioméj rzutów , 
to ona będzie zarazem swoim rzutem poziomym, jój zaś rzut 
pionowy ab'ec'd'e' będzie na osi. Ponieważ następnie w grania- 
stosłupie prostym wszystkie krawędzie są prostopadłe do pod- 
stawy i równe wysokości graniastosłupa, a podstawa zaś ta 
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leży na płaszczyznie pozioméj rzutów, zatóm krawędzie tego 
graniastosłupa będa prostopadłe do płaszczyzny pozioméj 
rzutów ; będąc zaś prostopadłemi do pozioméj, są tóm samém 
równoległemi do płaszczyzny 'pionowćj rzutów, i pokażą się 
na tójże płaszczyznie w prawdziwéj swéj wielkości, a miano- 
wicie równćj wysokości danćj. Przez punkta więc a,b',e,d'ie' 
poprowadziwszy prostopadłe a'g‘, b'h', e'k' ... do osi i równe 
wysokości danćj m, takowe będą rzutami pionowymi krawędzi 
graniastosłupa, ich zaś rzuty poziome będą w punktach a, b, e...; 
połączywszy wreszcie punkta g‘, k’, k’ ..., otrzymamy prostą 
równoległa do osi jako rzut pionowy podstawy górnćj, rzut 
zaś jéj poziomy zejdzie się z rzutem poziomym podstawy dolnéj. 
Zadanie 148. Graniastosłup prosty dany, wspar- 

ty podstawą na płaszczyznie poziomćj rzutów, pochylić 

tak, iżby pozostał równoległym do płaszczyzny pionowćj 
rzutów, zaś do poziomćj byt nachylonym pod kątem danym, 
Przypuśćmy najprzód, że graniastosłup dany np. MM 
(Fig. 18%a.), z podstawa prostokątną, ustawionym jest tak, 
że jedna krawędź podstawy jego np. ab,ab* stoi prostopadle do 
płaszczyzny pionowéj rzutów. Aby graniastosłup ten, nie zmie- 
niając równoległości jego do pěšszczyzny pionowéj, ustawić 
tak, iżby był nachylonym pod katem fłanym względem płaszczyzny 
poziomćj, obróćmy go około krawędzi ab,ab', i uważmy, Ze 
skutkiem tego każda Ściana jego przez tę krawędź przechodzą- 
ca, lub tóż do nićj równoległa (jak np. obie podstawy), będą 
w czasie obrotu ciagle prostopadłemi do płaszczyzny pionowój 
rzutów, zaś każda Ściana prostopadła do krawędzi obrotu, a 
tém samém równoległa do płaszczyzny pionowéj rzutów, ja- 
kotóż wszystkie katy i krawędzie boczne na tych ścianach le- 
żące, zostaną równoległemi do tójże płaszczyzny rzutów. Po- 
nieważ zaś wszystkie krawędzie obu podstaw graniastosłupa leżą 
na ścianach czyli płaszczyznach przechodzących przez krawędź 
obrotu, lub tóż do nićj równoległych, zaś wszystkie krawędzie 
boczne na płaszczyznach prostopadłych do krawędzi obrotu , 
zatóm obie podstawy i krawędzie boczne po uskutecznieniu 
obrotu pokażą się na rzucie pionowym jako proste tój saméj 
jak i przed obrotem długości, i pod takimiż kątami względem 
siebie, jak były przed obrotem, tj. prostopadłę do siebie, — 
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ezyli, rzut pionowy graniastostupa po wykonanym obrocie be- 
dzie figurą przystającą do rzutu pionowego w pierwotném je- 
go położeniu, tj. zatrzyma on swój kształt i wielkość, a zmie- 
ni tylko swoje względem osi położenie. Położenie to znajdzie- 
my zważywszy, że skoro graniastosłup ma być nachylonym 
względem płaszczyzny pozioméj rzutów pod kątem danym np. «, 
tóm krawędzie jego boczne z płaszczyzną poziomą rzutów two- 
rzyć muszą kąt a; Ze zaś te krawędzie są równoległemi do 
płaszczyzny pionowéj rzutów, zatóm ich rzuty pionowe z osią 
rzutów tworzyć muszą kąt a, Nakróśliwszy więc przez punkt 
a‘ (Fig. 88%0.), gdziekolwiek na osi obrany, prosta pod ką- 
tem = wzgledem osi, i na niéj wystawiwszy figurę przystającą 
do rzutu pionowego graniastosłupa w pierwotnóm jego poło- 
żeniu, otrzymamy rzut pionowy tegoż po ustawieniu go pod 
kątem æ względem płaszczyzny pozioméj rzutów. Rzut ten ma- 
jac, łatwo znajdziemy rzut poziomy, wiedząc, że krawędzie bo- 
czne tego graniastosłupa są wszystkie równoległe do płaszczy- 
my pionowćj rzutów, zaś wierzchołki jego pozostały w téj 
saméj odległości od płaszczyzny pionowéj rzutów. 

Przykład ustawienia graniastosłupa prostego pod katem 
danym względem płaszczyzny poziomój rzutów, a równolegle 
do pionowćj, wskazuje jeszcze figura ABa i 1233). 

Jeżeli graniastosłup prosty, stojący pierwotnie prostopa- 
dle do płaszczyzny pionowéj rzutów, ma być obróconym tak, 
iżby jego krawędzie boczne zostały równoległe do płaszczyzny 
pozioméj rzutów, zaś z pionowym tworzyły kat dany a, wów- 
czas postępowanie zupełnie podobne do zwyż opisanego. 

Zadanie 149. Nakreślić wszystkie trzy rzuty graniastosłupa 
prostego ośmiościennego, którego krawędzie boczne sa równoległe 
do płaszczyzny pionowćj rzutów, zaś wzgledem poziomćj nachy- 
lone sa pod katem 80°, 

Zadanie 150. Nakreślić rzuty graniastosłupa prostego pie- 
ciościennego równoległego do płaszczyzny poziomćj rzutów, zaś 
nachylonego względem pionowéj pod katem 450. 

Zadanie 151. Dany graniastosłup prosty, równo- 
legle do jednéj z płaszczyzn rzutów stojący, obrócić tak, 
iżby stanął pochyło wzgledem tójże płaszczyzny. 

Mając dany graniastosłup np. MM (Fig. 1%4a.) równo- 
legle do pionowćj, zaś pod kątem æ względem pozioméj pła- 
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szezyany rzutów stojący, obróćmy go około osi pionowéj przez 
jeden z jego wierzchołków poprowadzonćj, i to tak, iżby kat 
nachylenia tak krawędzi bocznych, jako téz i podstaw jego 
względem płaszczyzny pozioméj rzutów się nie zmienił. Skut- 
kiem takiego obrotu rzut poziomy M graniastosłupa nie zmieni 
swego kształtu i wielkości, lecz zmieni tylko swoje położenie, 
a więc przyjdzie np. w położenie M, (Fig. 884.); rzut zaś 
ten mając, łatwo znaleść pionowy M’, zważywszy, że skoro 
graniastosłup w czasie obrotu wysokości swojćj ponad płasz- 
czyzną poziomą rzutów nie zmienił, zatem odległości rzutów 
pionowych od osi wszystkich jego wierzchołków zostaną takie 
same, jak były poprzednio. 

Gdyby krawędzie boczne graniastosłupa były pierwotnie 
równoległe do płaszczyzny pozioméj rzutów, wtedy ten grania- 
stosłup można znów obrócić około osi prostopadłćj do płasz- 
czyzny pionowéj rzutów , i to tak, że kąt nachylenia krawędzi 
jego względem płaszczyzny pionowéj rzutów, daléj kształt i 
wielkość jego rzutu pionowego, a wreszcie odległości wszyst- 
kich jego wierzchołków od płaszczyzny pionowój rzutów zosta- 
ną te same, a zmieni się tylko położenie rzutu pionowego 
graniastosłupa danego. Przykład takiego obrotu wskazuje figu- 
ra Ad5a i HVS). 

Zadanie 152. Graniastosłup prosty sześciościenny fig. 193. 
obrócić tak, iżby krawedzie jego boczne na rzucie poziomym two- 
rzyły z osią rzutów kat 45°. 

Zadanie 153. Nakreślić rzuty graniastosłupa , 
mając daną jego podstawę i dwie przyległe sobie ściany. 
Dana podstawę np. pięciokąt ABCDE (Fig. 4396.) kre- 

ślimy na płaszczyznie pozioméj rzutów, to ona będzie zarazem 
swoim rzutem poziomym, rzut zaś jéj pionowy będzie na osi; 
tamże, czyli na kładzie poziomym, kreślimy następnie także 
dane dwie przyległe Ściany tj. abf'g" i aeh'g',. Aby ztych 
danych nakreślić rzuty graniastosłupa, pomyślmy sobie pod- 
niesione obie dane ściany abf'g" i aeh”g“, z kładu pozio- 
mego w górę, a właściwie obrócone pierwsza około ab, druga około 
ae tak, iżby się krawędziami swemi ag” i ag”, zeszły ze soba; 
skutkiem tego, ponieważ wszystkie punkta tych krawędzi, ró- 
wno oddalone od punktu a, zejdą się także ze sobą, zatóm i 
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punkta g” i g“, padną również na siebie (gdyż ag’ || ag",), i 
utworzywszy w przestrzeni jeden punkt G, będą miały tém 
samóm wspólny im obojgu rzut poziomy i pionowy. Rzut po- 
ziomy tego punktu znajdziemy zważywszy, że tenże znajdować 
się musi na prostopadłój g'k z kładu g” do osi kładu ab, i na 
prostopadłćj g}? z g', do ae wyprowadzonéj, a więc, że leżeć 
on musi w ich wspólnóm przecięciu tj. w punkcie g. Rzut po- 
ziomy już mając, łatwo dalój znajdziemy rzut pionowy, ku te- 
mu bowiem mamy daną oś kładu ab lub ae, kład punktu i 
rzut jego poziomy; poprowadziwszy zatóm przez g równoległa 
ge do osi ktadu np. ab, i promieniem g*k z punktu k zato- 
czywszy łuk aż do «©, będzie ga miarą odległości punktu @ 
od płaszczyzny poziomój rzutów, czyli miarą odległości je- 
go rzutu pionowego od osi. Że zaś tenże rzut pionowy leżeć 
musi na prostopadtéj do osi rzutów z g wyprowadzonćj, od- 
ciąwszy więc g'z=ga, otrzymamy punkt g’. 

W ten sposób znalazłszy rzuty punktu G, który natural- 
nie jest wierzchołkiem podstawy górnćj graniastosłupa, reszta 
konstrukcyi jest bardzo prostą; połączywszy bowiem najprzód 
punkt a z g, zaś a’ z g', otrzymamy rzuty jednój krawędzi 
graniastosłupa ,— a gdy w graniastosłupie wszystkie krawędzie 
sa do siebie równoległe i równe sobie, prowadzimy więc na- 
stępnie przez rzuty poziome wierzchołków podstawy tj. przez 
punkta b, c, d, e proste bf, cm, dn i eh równolegle do agi 
równe ag, zaś przez ich rzuty pionowe tj. przez punkta b” c, 
d', e' proste b'f’, c'm', d'n' i e'h równolegle do a'g’ i równe 
a'g‘, a otrzymamy stąd rzuty poziome i pionowe reszty krawę- 
dzi. Połączywszy wreszcie punkta g, f, m, n, h w należytym 
porządku, otrzymamy pięciobok, jako rzut poziomy podstawy 
górnćj graniastosłupa, podczas gdy rzut jój pionowy będzie 
prostą równoległą do osi rzutów, łączącą punkta g,f,m,n',h', 
— a jeżeli rysunek dobry, to punkta ff, m'm, n'n, k'h leżeć 
muszą na prostopadłych do osi rzutów. 

Zadanie 154. Nakreślić rzuty graniastosłupa , 
mając daną jego podstawę, jednę ścianę i kąt nachylenia 
téjze ściany ku podstawie. 

Dana podstawę np. ABCDE (Fig. ADG.) króślimy na 
płaszczyznie poziomój rzutów , to tamże będzie jéj rzut pozio- 
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my abcde, zaś pionowy a'b'c'd'e' będzie na osi; również na 
kładzie poziomym króślimy następnie daną ścianę np. aeh'g'4. 
Katem danym dwuściennym zawartym w przestrzeni między 
tą Ścianą a podstawa, niech będzie kąt «. Ponieważ w gra- 
niastosłupie wszystkie krawędzie są do siebie równoległe i ró- 
wne sobie, wystarczy więc znaleść rzuty jednéj z nich np. 
krawędzi ag", po ustawieniu Ściany aeh'g', pod tkątem « 
względem płaszczyzny poziomój rzutów, czyli względem pod- 
stawy abede. W tym celu podnieśmy w górę tę ścianę z kła- 
du poziomego, czyli obróćmy ją około osi ae i ustawmy tak, 
iżby z płaszczyzną poziomą rzutów utworzyła kąt «a, to sku- 
tkiem tego jeden punkt krawędzi ag“, tj. punkt a'a zostanie 
na swojém miejscu, zaś punkt g”; podniesie się ponad plasz- 
czyznę poziomą, a więc rzuty jego znaleść potrzeba. Do zna- 
lezienia tych rzutów mamy daną oś kładu ae, kład punktu tj. 
g'i i kat a, jaki płaszczyzna jego tworzyć ma z płaszczyzną 
poziomą rzutów; poprowadziwszy więc prostopadłą gg do 
osi kładu ae, i w punkcie / przecięcia się jój z tąż osią od- 
ciąwszy kat głr=a, a następnie promieniem łą, z punktu / 
zatoczywszy łuk aż do punktu r, zaś przez r poprowadziwszy 
równoległą do osi kładu aż do przecięcia się z prostą łg'4, 
otrzymamy punkt g jako rzut poziomy punktu g“, po obro- 
cie, — rzut zaś jego pionowy g' będzie na prostopadłój do 
osi rzutów z g wyprowadzonój i to w odległości g'z=gr. 
To mając, łączymy punkt g'g z punktem a'a, a znajdziemy 
rzuty podniesionéj o kąt a krawędzi ag”,, następnie zaś przez 
resztę wierzchołków podstawy danéj tj. przez punkta 6%, c'e... 
prowadzimy proste równoległe do a'gag i równe téjże krawę- 
dzi, a te będa rzutami krawędzi bocznych graniastosłupa ; po- 
łączywszy wreszcie ich końce w należytym porządku na ka- 
żdym z rzutów z osobna, otrzymamy rzuty gérnéj podstawy 
graniastosłupa. 

Zadanie 155. 'Mając dany rzut poziomy i pio- 
nowy graniastosłupa, znaleść jego rzut boczny i ślad boczny. 
Szukamy rzutu bocznego każdćj krawędzi z osobna, czyli 

rzutu bocznego każdego z wierzchołków podstawy gérnéj i 
dolnćj, anastępnie punkta tak otrzymane łączymy należycie ze sobą. 
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Zadanie 156. Mając dane rzuty graniastosłupa, 
znaleść kąt nachylenia dwóch ścian jego przyległych, lub 
té kąt nachylenia ktör&jkolwiek ściany względem podstawy. 
Na wspólnćj krawędzi dwóch ścian, których kat nachy- 

lenia znaleść chcemy, obieramy gdziekolwiek punkt i przezeń 
przesuwamy płaszczyznę prostopadłą do tójże krawędzi; nastę- 
pnie szukamy prostych, w których ta płaszczyzna przecina się 
z obiema ścianami, a znajdziemy stąd rzuty kąta żądanego, 
który późnićj tylko w prawdziwój poszukać należy wielkości. 

Zadanie 157. Mając dane rzuty graniastosłupa, 
nakreślić jego siatkę, czyli rozwinąć całą jego powierz- 
chnią na jednój płaszczyznie. 

Mając dane rzuty graniastosłupa N'N (Fig. 189.) o- 
partego podstawą ghiklm na płaszczyznie poziomćj rzutów, ro- 
bimy kład poziomy wszystkich jego ścian bocznych, biorąc 
kolejno za oś kładu krawędzie gh, hi, ik..., a które za Sla- 
dy poziome odpowiednich im ścian bocznych uważać można. 
I tak, aby znaleść kład poziomy np. ściany afmg, a więc i 
Jój prawdziwy kształt i wielkość, uważmy, że punkt f po zro- 
bieniu kładu będzie się znajdował gdzieś na prostopadłój fr 
do osi kładu mg z punktu f poprowadzonój; aby zaś znaleść 
gdzie, szukamy albo kładu tego punktu sposobem wiadomym, 
mając do tego daną oś kładu mg i oba rzuty punktu ff, — 
albo tóż szukamy prawdziwéj długości krawędzi m/f,mf za 
pomocą obrotu (Zad. 84.), tj. szukamy m’o‘, a nastepnie pro- 
mieniem m'o’ z punktu m zataczamy łuk, który przetnie fr 
w punkcie szukanym f“. Połączywszy następnie punkt f" z 
z punktem m, który w czasie kładu zostaje na swojóm miej- 
scu, otrzymamy kład krawgdii m'f,mf. Ponieważ zaś krawędź 
«'g'ag || m'f,mf, jakotóż a'g,ag=m/f',mf, poprowadziwszy więc 
ga” równolegle do mf” i równe temuż, a wreszcie a" z f” po- 
łączywszy, otrzymamy mga'f" jako kład ściany mgaf,m'g'a'f". 

W ten sam sposób znalazłszy kład reszty ścian bocznych 
graniastosłupa, otrzymamy siatkę jego czyli rozłożoną jego po- 
wierzchnią boczną na jednój płaszczyznie , do czego dołączyw- 
szy jeszcze obie jego podstawy w téj wielkości i kształcie, jak 
sa na rzucie poziomym, otrzymamy siatkę catéj powierzchni 
graniastosłupa. 
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Zadanie 158. Nakreślić rzuty graniastosłupa prostego, któ. 
rego podstawa jest sześciokat foremny, leżaey na płaszczyznie ró- 
wnoległćj do płaszczyzny poziomćj rzutów a w odległości danćj od 
téjze przesunietćj, zaś krawędzią jego jest długość dana, a nastę- 
pnie znaleść siatke tego graniastosłupa. 

Zadanie 1589. Nakreślić rzuty graniastosłupa prostego, któ- 
rego podstawa sześciokat foremy leży na płaszczyznieżprostopadłćj 
do płaszczyzny pionowéj rzutów, a nachylonćj pod katem danym 
wzgledem poziomćj, wysokość zaś graniastosłupa równa sie dłu- 
gości danćj. 

Zadanie LGO. Nakreślić rzuty graniastosłupa prostego, które- 
go podstawa jest pieciokat foremny dany, leżący w płaszczyznie pro» 
stopadłćj do osi rzutów , wysokość zaś równa sie podwójnćj śre- 
dnicy koła na tym pieciokacie opisanego. 

Zadanie 161. Nakreślić rzuty graniastosłupa ukośnego wspar- 
tego jednym wierzchołkiem lub jedną krawedzia swćj podstawy 
na płaszczyznie pozioméj rzutów. : 

Zadanie 162. Nakreślić rzuty równoległościanu prostego 
mając dane długości trzech jego krawedzi w jednym wierzchołku 
sie zbiegających, i kat, jaki dwie z tych krawedziżna podstawie 
tworzą. 

Zadanie 163. Nakreślić rzuty równoległościanu prostoka- 
tnego, mając dana jego szerokość, grabość i wysokość, 

Zadanie 18%. Majac dane rzuty równoległościanu prostego 
lub prostokatnego, nakreślić jego siatke. 

Zadanie 165. Znaleść katy, pod jakimi graniastosłup dany 
jakikolwiek nachylonym jest wzgledem płaszczyzn rzutów. 


$ 21. 


Rzuty ostrosłupów. 


Jeżeli ilekolwiek płaszczyzn przecinających się z sobą tak, 
iż mają jeden punkt wspólny, przetniemy inna płaszczyzną ze 
strony otwartój, ta z pierwszemi zamknie zupełnie przestrzeń 
czyli ciało geometryczne, ostrosłupem albo piramida 
zwane. Podobnie jak w graniastosłupie, płaszczyzny ostrosłup 
ograniczające zowią się jego ścianami, proste, w których 
takowe się przecinają, krawędziami, punkt wspólny wszyst- 
kim ścianom, wierzchołkiem, zaś płaszczyzna przecina- 
jaca wszystkie inne, albo raczéj wielokąt wypadajacy z prze- 
ciecia się ścian ostrosłupa z taż płaszczyzną, zowie się jego 
podstawą. Wysokością ostrosłupa zowiemy prostopadłą 
spuszczoną z wierzchołka jego na płaszczyznę podstawy. 
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Ostrosłupy przybierają nazwy od liczby ścian bocznych ; 
a że liczba tych ostatnich jest równą liczbie boków wielokata 
służącego za podstawę lub kierownicę ostrosłupa , zatem ostro- 
słup zwać się będzie trójściennym, jeżeli podstawa jest 
trójkątem, czworościennym, jeżeli taż podstawa jest 
ezworokatem itp. 

Jeżeli podstawą ostrosłupa jest wielokąt foremny, prosta 
łącząca wierzchołek ze środkiem podstawy, nazywa się osią 
ostrosłupa. Jeżeli taż oś jest prostopadłą do podstawy, ostro- 
słup nazywa się prostym (eine gerade Pyramide, — une 
pyramide droit). W takim ostrosłupie wszystkie ściany boczne 
są trójkątami równobocznymi przystającymi do siebie, skąd 
wypada, że także wszystkie krawędzie boczne są między soba 
równe. 

Ostrosłup uważać można jako bryłę powstałą przez ruch 
prostćj, suwającćj się po obwodzie wielokąta danego i przecho- 
dzącej w czasie tego ruchu przez punkt dany, nieruchomy. 
Wielokąt ten nazywa się kierownicą, zaś prosta ruchoma 
rodzącą ostrosłupa. 

zadanie 166. Nakreślić rzuty ostrosłupa, ma- 
jąc dane rzuty jego kierownicy i rzuty wierzchołka, 

Łączymy rzut pionowy wierzchołka z rzutami pionowymi 
wierzchołków wielokąta danego za kierownicę, zaś rzut pozio- 
my z ich rzutami poziomymi; otrzymamy stąd rzuty krawędzi 
ostrosłupa szukanego, które łącznie z rzutami kierownicy sta- 
nowić będą rzuty tegoż ostrosłupa. 

zacianie 167. Mając dane rzuty ostrosłupa , 
znaleść jego ślady. | 

Szukamy śladów każdój krawędzi ostrosłupa i znalezione 
stąd punkta łączymy ze sobą prostemi w należytym porządku, 
a otrzymamy figury wielokątne, będące śladami szukanymi. 

zadanie 168. Mając dany jeden z rzutów pun- 
ktu leżącego na powierzchni ostrosłupa, znaleść rzut jego 
drugi. 

Jeżeli danym jest np. rzut pionowy punktu leżącego na 
powierzchni ostrosłupa , to tóm samóm danym jest rzut piono- 
wy rodzacéj, na którój ten punkt w przestrzeni leży; takowy 
bewiem przechodzić musi przez dany rzut pionowy punktu, 
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jako té% przez rzut pionowy wierzchotka ostrostupa. Rzut pio- 
nowy téj rodzacéj z rzutem pionowym kierownicy przetnie sie 
w punkcie, dla którego poszukawszy odpowiedniego mu rzutu 
poziomego na rzucie poziomym kierownicy, i ten znów z rzutem 
poziomym wierzchołka ostrosłupa połączywszy, otrzymamy rzut 
poziomy rodzacéj, — na którćj, jako tóż na prostopadłćj do 
osi rzutów z danego rzutu pionowego punktu wyprowadzonćj, 
leżeć będzie rzut szukany punktu. 

Zadanie 169. Nakreślić rzuty ostrosłupa pro- 

stego, mając daną jego podstawę i wysokość. 

Daną podstawę np. pięciokąt ABCDE króślimy na pła- 
szczyznie poziomój rzutów, to tamże będzie ona zarazem swoim 
rzutem poziomym abede (Fig. 888 a), rzut zaś jéj pionowy 
abed'e będzie na osi. Ponieważ zaś w ostrosłupie prostym 
wysokość jego jest prostopadła do podstawy i przechodzi przez 
środek tójże, i ponieważ następnie wysokość ta u nas będąc 
prostopadłą do płaszczyzny poziomćj rzutów, jest tóm samém 
równoległa do pionowéj, zatem pokaże się ona na rzucie pio- 
nowym w prawdziwój swojéj wielkości jako prosta prostopadła 
do osi rzutów, rzut zaś jój poziomy będzie punktem. Na pro- 
stopadłój więc do osi ze środka wielokąta abcde wyprowadzonój, 
odciąwszy nad osią część s'o' równą wysokości danéj, ta będzie 
zarazem rzutem pionowym tójże wysokości, jój rzutem pozio- 
mym będzie punkt o; że zaś w ten sposób otrzymamy zarazem 
rzuty ss wierzchołka ostrosłupa, takowe więc polaczywszy 
z rzutami podstawy jego, otrzymamy rzuty krawędzi bocznych 
a więc i samegoż ostrosłupa. 

W podobny sposób rzecz tłomacząc, jakeśmy to przy 
graniastosłupie uczynili (Zad. 148 i 151), można z łatwością, 
mając dane rzuty ostrosłupa prostego z podstawą leżącą na 
płaszczyznie pozioméj rzutów, znaleść jego rzuty, skoro ostro- 
słup ten względem tójże lub względem obu płaszczyzn rzutów 
pochylonym zostanie. I tak, przez punkt a‘, gdziekolwiek (Fig. 
128 b) na osi obrany, poprowadziwszy prostą a'd‘, pod katem 
np. « względem tójże osi, a równą co'do długości rzutowi 
pionowemu a'd' podstawy ostrosłupa, i na prostćj tćj wysta- 
wiwszy figurę ads, przystającą do rzutu jego pionowego 
a'd's', ta będzie rzutem pionowym ostrosłupa w nowém jego 
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położeniu; rzut poziomy zaś znajdziemy, szukając rzutów po- 
ziomych wszystkich wierzchołków ostrosłupa, a które zostaną 
w téj samój odległości od osi rzutów, w jakiéj były pierwotnie, 
i takowe wreszcie łącząc ze soba należycie. W otrzymaném 
stąd nowóm położeniu ostrosłupa jest podstawa jego nachylona 
pod katem a względem płaszczyzny pozioméj rzutów, a prosto- 
padła względem pionowéj, wysokość zaś jego jest nachylona 
pod katem 90%—a względem poziomćj, a równoległa względem 
pionowéj płaszczyzny rzutów. 

Aby znów z tego położenia ostrosłupa znaleść rzuty jego 
skoro zostanie on, a więc i oś jego nachyloną względem pła- 
szczyzny pionowój rzutów, kreślimy rzut jego poziomy dąbdący...8ą 
(Fig. A38 c) równy zwyż znalezionemu a,b,¢,...8, co do kształtu 
i wielkości, ale różny co do położenia, a następnie szukamy 
rzutów pionowych wierzchołków ostrosłupa, które znajdować 
się będą w téj samćj wysokości nad osią rzutów, w jakićj były 
poprzednio, i takowe łączymy z sobą prostemi; otrzymamy stąd 
oba rzuty ostrosłupa, którego podstawa i wysokość zostały 
pod tymi samymi kątami względem płaszczyzny poziomój rzu- 
tów, pod jakimi były poprzednio, względem zaś pionowéj są 
teraz nachylone pod kątami, które łatwo znaleść, poszukawszy 
kąta, jaki oś ostrosłupa w tóm jego położeniu tworzy z pła- 
szczyzną pionową rzutów. 

Zadanie 170. Nakreślić rzuty ostrosłupa prostego sześcio- 
ściennego, majac dana długość boku jego podstawy i dana wyso- 
kość; oś ostrosłupa tego ma być nachylona wzgledem płaszczyzny 
pionowćj rzutów pod katem 371/,0, jéj zaś rzut pionowy tworzyć 
ma z osia rzutów kat 45°, 


zadanie 171. Nakreślić rzuty ostrosłupa, ma- 
jac daną jego podstawe i dwie przyległe sobie ściany. 
Daną podstawę króślimy na płaszczyznie poziomój rzutów 
np. abcdef (Fig. 48%), to tamże będzie jéj rzut poziomy, rzut 
zaś pionowy będzie na osi; również na kładzie czyli na pła- 
szczyznie poziomej rzutów, kreślimy obok podstawy dane dwie 
ściany przyległe np. abo” i afo',. Aby z tych danych nakreślić 
teraz rzuty ostrosłupa; potrzebujemy tylko znaleść rzuty jego 
wierzchołka; takowe znajdziemy zaś zważywszy, że obracając 
ścianę abo” około ab, zaś Ścianę afo", około af dopóty, do- 
póki się ich krawędzie ao” i ao’, ze soba nie zejdą, to wówczas 
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i końce tych krawędzi, tj. punkta o” i o”, zejść się z soba 
musza w jednym punkcie czyli wierzchołku ostrosłupa, i wów- 
czas oba te punkta będą miały rzuty wspólne. Że zaś rzut 
poziomy punktu o” leżeć musi na prostopadłćj do osi kładu 
ab zo” poprowadzonéj, zaś rzut poziomy punktu o', na pro- 
stopadłój do osi kładu ae z o“; poprowadzonéj, znajdowad sie 
więc będzie rzut poziomy wierzchołka na przecięciu się tych dwóch 
prostopadłych tj. w punkcie o; mając poziomy, łatwo znaleść 
rzut pionowy o' sposobem wiadomym za pomocą trójkąta pro- 
stokatnego omk. Połączywszy wreszcie rzuty o'o wierzchołka 
z odpowiednimi rzutami wierzchołków podstawy, otrzymamy 
rzuty ostrosłupa, który jest ukośnym, skoro rzut poziomy 
wierzchołka jego wypadł zewnątrz środka jego podstawy. 

Zadanie 172. Nakreślić rzuty ostrosłupa pie- 
ciościennego, któregoby podstawa leżała na płaszczyznie da- 
nój, zaś wierzchołek w punkcie danym. 

Na płaszczyznie danćj obieramy pięć punktów i takowe 
przyjmujemy za wierzchołki podstawy ostrosłupa ; następnie 
łączymy ich rzuty poziome ze sobą w pięciobok , jako tóż ła- 
czymy je z rzutem poziomym danego wierzchołka ostrosłupa, 
a otrzymamy stąd rzut poziomy tegoż; uczyniwszy wreszcie 
toż samo 2 rzutami pionowymi, otrzymamy rzut pionowy szu- 
kanego ostrosłupa. 

Zadanie 173. Nakreślić rzuty ostrosłupa , któ- 
regoby podstawą był sześciokąt foremny leżący na płasz- 
czyznie danćj, zaś wierzchołek w punkcie danym. 

Robimy kład płaszczyzny danćj na jednę z płaszczyzn 
rzutów, i tamże tj. na kładzie, kreślimy sześciokąt foremny 
mający być podstawą ostrosłupa; następnie szukamy rzutów 
tego szeSciokata po wróceniu płaszczyzny danćj w jćj pierwo- 
tne położenie, i łączymy wreszcie rzuty jego wierzchołków z 
odpowiednimi rzutami wierzchołka ostrosłupa. 


Zadanie 174. Nakreślić rzuty ostrosłupa prostego, mając 
dana jego podstawe i jedne ścianę. 

Zadanie 175. Nakreślić rzuty ostrosłupa, majac dana pod- 
stawe, jedne ściane i wysokość jego. 

Zadanie 176. Nakreślić rzuty ostrosłupa, mając dana pod- 
stawe, jednę ścianę i kat między niemi zawarty. 
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Zadanie 177. Mając dane rzuty ostrosłupa, znalóść kat 
nachylenia dwóch jego ścian przyległych sobie, lub tóż kat zawar- 
ty między podstawą, a którakolwiek ściana. 

Zadanie 178. Mając dane dwa rzuty ostrosłupa, znaleść 
trzeci rzut tj. boczny. 

Zadanie 179. Mając dane rzuty ostrosłapa prostego lub u- 
kośnego, rozłożyć jego powierzchnie czyli nakreślić jego siatkę, 
Zadanie 180. Nakreślić rzuty ostrosłupa jakiegokolwiek 

1) wspartego swym wierzchołkiem na plaszezyznie poziomćj rzutów; 
2) opartego jedna krawedzia boczną o płaszczyznę pionowa rzutów; 
3) opartego podstawa na płaszczyznie pozioméj rzutów, zaś wierz- 
chołkiem o pionową; 4) z podstawa leżącą na płaszczyznie prosto- 

padłćj do osi rzutów, zaś z wierzchołkiem na osi itp. 


§ 22. 
Rzuty brył czyli wielościanów foremnych. 


Wiemy już, że jeżeli przestrzeń ograniczymy ilukolwiek 
płaszczyznami i w jakikolwiek sposób, otrzymamy stąd ciało 
geometryczne, zwane w ogólności wielościanem. Między 
wielościanami, których haturalnie może być nieskończona ilość 
i rozmaitość, najwięcój znane są wielościany Archimedesa i 
Pitagorejskie. Do pierwszych liczą się wszystkie, w których 
każda Ściana jest wielókątem foremnym, do drugich zaś te, 
w których oprócz foremności, Ściany są przystającemi do sie- 
bie, jakotez pochyłości każdych dwóch ścian, czyli katy dwu- 
ścienne, są między sobą równe, a skąd także wypada, że i kra- 
wędzie ich jakotóż kąty płaskie są sobie nawzajem równe. Na 
mocy własności kątów bryłowych, jaki6j nam Stereometrya do- 
starcza, a mianowicie, że summa kątów płaskich kąt bryłowy 
składających, musi być mniejszą od cztórech kątów prostych, 
możliwych jest tylko 5 wielościanów foremnych, a nimi są 
wyliczone powyżćj w $. 20. Między nimi czworościan, ośmio- 
ścian i dwudziestościan ograniczone są odpowiednią ich nazwie 
liczbą trójkątów równobocznych, sześcian kwadratami, wresz- 
cie dwunastościan pięciokątami. 

zadanie 181. Nakreślić rzuty czworościanu, ma- 
jac daną wielkość jego krawędzi. 

Pomyślmy sobie, że czworościan stoi jedną swoją Ścianą 
na płaszczyznie poziomćj rzutów, wówczas trójkąt równoboczny 
abe (Fig. ABO) nakreślony na tój płaszczyznie, a któregoby 
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bok równał się krawędzi danćj, będzie rzutem poziomym jego 
podstawy, rzut zaś jéj pionowy będzie na osi. Aby otrzymać 
rzuty krawędzi bocznych czworościanu , potrzeba znaleść rzuty 
jego wierzchołka, i takowe z rzutami wierzchołków podstawy 
połączyć. Ale rzut poziomy tego wierzchołka znajdziemy zwa- 
zywszy, że czworościan foremny jest zarazem ostrostupem pro- 
stym, a więc że rzut tenże leżeć musi w środku geometry- 
cznym podstawy abc tj. w punkcie s; połączywszy punkt s 
z punktami a, b i c otrzymamy rzut poziomy krawędzi bo- 
cznych a zarazem i całego czworościanu. Aby znaleść następnie 


"rzut poziomy wierzchołka, potrzeba znać wysokość czworo- 


Ścianu; że zaś wysokość ta jest bokiem trójkąta” prostokątnego, 
w którym przeciwprostokątnia jest równą danéj krawędzi czwo- 
rościanu, zaś drugi bok równy jéj rzutowi poziomemu, zatem 
na boku bs nakróśliwszy trójkąt prostokątny bsd, w którym bok 
bd=ab, będzie sd żądaną wysokością czworościanu, którą tyl- 


_ ko na prostopadłój z s do osi wyprowadzonćj odciąć potrzeba, 


u A... >GG 


a znajdziemy s'. Połączywszy wreszcie s' z rzutami pionowymi 
wierzchołków podstawy tj. z a’, b' ic’, otrzymamy rzut pio- 
nowy czworościanu. 
Zadanie 182. Nakreślić rzuty sześcianu czyli 
kostki, mając daną wielkość jego krawędzi. 
Rzuty te najłatwićj nakreślić, wyobraziwszy sobie sze- 
ścian ustawiony na plaszezyznie poziomój rzutów tak, 


iżby jedna z jego krawędzi leżała równolegle do osi rzutów, 


wtedy bowiem tak rzut poziomy jak i pionowy sześcianu 
(Fig. A34) będzie kwadratem, o boku równym krawędzi danćj. 
zadanie 183. Nakreślić rzuty ośmiościanu, ma- 
jąc wiadomą długość jego krawędzi. 
Wyobraźmy sobie ustawiony ośmiościan jednym z jego 


wierzchołków na płaszczyznie pozioméj rzutów tak, iżby z 3-ch 
jego przekątni, czyli prostych łączących wierzchołki przeciwle- 


gle, jedna tj. AB (Fig. ABS.) stała prostopadle do płaszczy- 


_ my poziomćj, zaś druga CD prostopadle do płaszczyzny pio- 


> 


nowćj rzutów, to trzecia z nich tj. EF będzie tém samóm 


| równoległą do osi. W tóm położeniu ośmiościanu rzuty jego 


pokażą się nam jako kwadraty o boku równym krawędzi da- 
8 
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nój, a w których połowy ich przekątni będą rzutami krawędzi 
bocznych ośmiościanu. 
Zadanie 184. Nakreślić rzuty dwunastościanu , 
mając daną jego krawędź. 

Na plaszezyznie pozioméj rzutów króślimy pieciokat foremny 
abcde (Fig. ABB.) o boku równym krawędzi danéj, i takowy 
przyjmujemy za podstawę dwunastościanu na tójże płaszczyznie 
stojącego, to pięciokąt ten będzie zarazem rzutem poziomym 
tójże podstawy. Aby znaleść rzut poziomy krawędzi bocznéj, 
wychodzacéj np. z punktu e podstawy, na plaszezyznie pozio- 
mój rzutów wykreślmy pieciokaty eaf"g"h" i edl"k*h*", przy- 
stające do podstawy abede i przylegające do niéj wzdłuż bo- 
ków ae i ed, a następnie obróćmy je około ae i ed, dopóki 
się ich boki eh” i eh, ze sobą nie zejdą w krawędzi EH. 
Stąd sposobem wiadomym znajdziemy rzut poziomy punktu H 
tj. h, a połączywszy e z h, znajdziemy rzut poziomy krawędzi 
EH. Ponieważ zaś, jak łatwo dowieść, prosta eh w swém 
przedłużeniu dzieli kat dea na dwie równe części, zatém, aby 
otrzymać rzuty poziome krawędzi wychodzących z punktów 
a, b, c, d podstawy, prowadzimy proste af, bn, cp,.d/ tak, iż- 
by w przedłużeniu swóm połowiły katy odpowiednie wewnętrz- 
ne pięciokąta, i przytóm były równe krawędzi eh. Ponieważ 
następnie w pięciokącie foremnym poprowadziwszy ktérakol- 
wiek przekątnią, takowa odcina trapez, zatóm poprowadziwszy 
dk ||eh, zaś ek || dł, otrzymamy na przecięciu tych prostych 
punkt k, czyli rzut poziomy wierzchołka jednéj ściany bocznój. 
W podobnyż zupełnie sposób otrzymamy wierzchołki r,s,t,u, 
które połączywszy z końcami krawędzi obok leżących, otrzy- 
mamy rzut poziomy jednéj połowy dwunastościanu. Aby zna- 
jeść rzut drugićj połowy, dość uważyć, że w dwunastościanie 
dwie przeciwległe sobie krawędzie są zawsze do siebie równoległe 
i równe, czyli, jeżeli jedna jest eh, to przeciwległa jéj, czy 
idąca przez punkt s, będzie svłłek, podobnież tw++d/ itp.; pola- 
czywszy wreszcie z sobą punkta v,w,e,y,z, otrzymamy rzut żądany. 

Co sie tyczć rzutu pionowego, takowy sposobami znany- 
mi łatwo nakreślić. I tak, rzuty pionowe wierzchołków pod- 
stawy dolnój abcde będą na osi; rzuty wierzchołków h,f,n, p, l 
będą na równoległój do osi przez h' poprowadzonćj (h' się 


http://rcin.org.pl 


= Te 


znajdzie zważywszy, że mamy kład A“ i rzut poziomy A, jako- - 
tóż oś kładu de), zaś rzuty wierzchołków k,r,s,t,u będa na ró- 
wnoległćj do osi przez k' poprowadzonéj (k' się znajdzie podo- 
bnież, zważywszy, że k" jest kładem punktu k około osi de); 
nareszcie, ponieważ jak wyä6j rzeczono, krawędź SV++EH, 
zatém musi być i s'v'łke'h', a mając stąd v‘, na równoległój 
do osi przez v’ poprowadzonćj będą leżeć rzuty pionowe resz- 
ty wierzchołków podstawy gérnéj vwayz. 

Zadanie 185. Nakreślić rzuty dwudziestościanu, 

mając daną jego krawędź. 

Wyobraźmy sobie ustawioną oś dwudziestościanu , czyl 
linią łączącą jego dwa przeciwległe sobie wierzchołki, prosto- 
padle do płaszczyzny pozioméj rzutów, wówczas podstawy obu 
pięciościennych ostrostupéw, których ściany boczne zbiegaja się 
w tychże wierzchołkach, będą równoległe do płaszczyzny po- 
zioméj rzutów, i rzuty ich poziome pokażą się w prawdziwé- 
wielkości i kształcie jako pięciokąty foremne o wspólnym śro- 
dku i bokach do siebie równoległych, a równych krawędzi da- 
néj. Ustawiwszy prócz tego jeszcze dwudziestościan tak, iżby 
krawędź jednéj z tych podstaw, a więc i krawędź jéj przeciwf 
legła drugićj podstawy, stała prostopadle do płaszczyzny pio- 
nowéj rzutów, wtedy rzuty poziome tych krawędzi będą pro- 
stopadłe do osi. A więc na płaszczyznie poziomój rzutów na- 
króśliwszy pięciokąt foremny abede (Fig. ABA) o boku równym 
krawędzi dandj, tak, iżby np. bok de był prostopadłym do 
osi, Środek o tego pięciokąta będzie rzutem poziomym wierz- 
chołków obu wyżój wspomnianych ostrosłupów, a połączywszy 
go z punktami ab,ed,e, otrzymamy rzuty poziome krawędzi 
bocznych ostrosłupa dolnego. Aby otrzymać takież rzuty dla 
górnego ostrosłupa, prowadzimy hkłłdc, klżkcb itd. tak je- 
dnak, iżby środek s pieciokata fyhkl stąd powstałego, leżał w 

punkcie o (a więc wierzchołki jego muszą leżeć na obwodzie 
tegoż samego koła z punktu o promieniem oa zatoczonego), 
to fghkl będzie rzutem jego podstawy, zaś sf, sg, sh... będą 
rzutami jego krawędzi bocznych. Mając rzuty dwóch ostrosłu- 
pów, a tóm samóm rzuty wszystkich wierzchołków dwudziesto- 
ścianu, łatwo znaleść rzuty reszty Ścian bocznych, środkujących 
między oboma ostrostupami; połączywszy bowiem punkt np. 
8* 
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ez k il, daléj punkt Zz d ie itp., otrzymamy trójkąty elk, 
lde, dfl itd. jako rzuty poziome tychże ścian. 

Co się wreszcie tyczó rzutu poziomego, takowy znajdzie 
się sposobem wiadomym, jako tóż zważywszy, że w tém poło- 
żenia dwudziestościanu, ściany czyli trójkąty COD i DCF po- 
każą się na rzucie pionowym jako proste równe prawdziwój 
wysokości tychże trójkątów, i że rzut pionowy krawędzi FS 
będzie równy saméjze krawędzi. 

Zadanie 186. Mając daną krawędź którćjkol- 
wiek z brył foremnych, nakreślić jéj siatkę. 

Poznawszy sposoby , jak z danéj krawędzi można nakre- 
Ślić rzuty którćjkolwiek z brył foremnych, łatwo następnie spo- 
sobem znanym, a mianowicie, robiąc kład ich ścian bocznych 
na płaszczyznę poziomą rzutów, nakreślić ich siatkę. W ten 
sposób otrzymamy siatkę czworościanu (Fig. 135), sześcianu 
(Fig. &86.), ośmiościanu (Fig. 4489.), dwunastościanu 
(Fig. MBS) i dwudziestościanu (€B9.). 


§. 23. 
Przecięcia wlelościanów płaszczyznami i liniami prostemi. 


Znaleść przecięcie wielościanu płaszczyzną, znaczy to 
znaleść położenie, kształt i wielkość prawdziwą wielokąta, utwo- 
rzonego przez proste powstałe z przecięcia się płaszczyzny da- 
nój ze ścianami wielościanu danego. To położenie, kształt i 
wielkość przy jednym i tym samym wielościanie mogą być ro- 
zmaite, zależnie od położenia płaszczyzny przecinającćj wzglę- 
dem niego. I tak, co się tyczć najprzód graniastosłupa, płasz- 
czyzna przecinająca tenże, może być albo równoległą do kra- 
wędzi jego bocznych, a w takim razie przecina ona powierz- 
chnią boczną graniastosłupa w prostych równoległych do tych- 
że krawędzi bocznych, jakotóż przecina obie podstawy; albo 
może być równoległą do podstawy, a wtedy przecina wszystkie 
ściany boczne w prostych równoległych do odpowiednich boków 
podstawy i z przecięcia daje figurę przystającą do podstawy ; 
albo tóż płaszczyzna przecinająca może leżeć jakkolwiek, a 
wtedy przecina albo wszystkie ściany, albo tylko niektóre z 
nich i jednę podstawę, albo wreszcie niektóre Ściany i obie 
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podstawy. Odnośnie znów do płaszczyzn rzutów, płaszczyzna 
przecinająca może być albo równoległą do jednój z nich, albo 
prostopadłą, lub wreszcie pochyloną do obu. W każdym z tych 
przypadków chcąc znaleść przecięcie graniastosłupa a ogólnie 
wielościanu płaszczyzną, albo szukamy prostych przecięcia się 
téj płaszczyzny ze ścianami wielościanu, i z tych prostych 
bierzemy tylko części zawarte między przynależnemi krawędzia- 
mi, albo tóż krécéj, szukamy punktów przecięcia się krawędzi 
wielościanu z płaszczyzną daną, i takowe odpowiednio liniami 
prostemi ze sobą łączymy. 

Zadanie 187. Znaleść przecięcie graniastosłupa _ 
płaszczyzną prostopadłą do jednéj z płaszczyzn rzutów. 
Danym jest graniastosłup ABCDEF... (Fig. 140.) 

oparty podstawą na płaszczyznie pozioméj rzutów , i płaszczy- 
zna przecinająca P prostopadła do płaszczyzny pionowćj. Aby zna- 
leść punkta przecięcia się tój płaszczyzny z krawędziami graniasto- 
słupa, uważmy, że płaszczyzna P będąc prostopadłą do plaszezy- 
zny pionowéj rzutów, jest zarazem rzucającą pionową wszyst- 
kich punktów i prostych na nićj leżących, a więc, że rzuty 
pionowe wszystkich punktów przecięcia się jéj z krawędziami 
graniastosłupa leżeć muszą na jéj śladzie pionowym p'; że 
zaś leżeć one muszą i na rzutach pionowych odpowiednich kra- 
wędzi, będa więc w punktach m’,n‘,o‘,r‘,s‘, — tak, iż rzutem 
pionowym wielokąta przecięcia będzie prosta m's’. Aby znaleść 
rzut jego poziomy, szukamy rzutów poziomych powyższych 
punktów ; leżeć one będą na rzutach poziomych przynależnych 
krawędzi, połączone zaś z sobą dadzą nam rzut poziomy prze- 
cięcia tj. pięciokąt mnors. Celem znalezienia wreszcie prawdzi- 
wój wielkości i kształtu tego przecięcia, robimy kład poziomy 
lub pionowy płaszczyzny P sposobem wiadomym, a otrzyma- 
my stąd na kładzie wielokąt m'n"r'o's". 

Zadanie 188. Znaleść przecięcie graniastosłupa 
płaszczyzną równoległą do jednéj z płaszczym rzutów. 
Ponieważ płaszczyzna przecinająca będąc równoległą do 

jednéj z płaszczyzn rzutów, jest tém samém prostopadłą do 
drugićj, zadanie więc to zamienia się na poprzedzające. 

Zadanie 189. Znalesé przecięcie graniastosłupa 
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płaszczyzną równoległą do jego krawędzi bocznych, a pro- 

stopadłą do płaszczyzny poziomćj rzutów. 

Dany np. graniastosłup czworościenny R'R (Fig. 144.) 
wsparty jak z rzutów widoczna, wierzchołkiem A na płaszczy- 
znie poziomój rzutów, i dane p jako ślad poziomy płaszczyzny 
przecinającój (zaś ślad p’ jest domyślny i to prostopadły do osi 
rzutów według warunku zadania). Ponieważ płaszczyzna przeci- 
nająca jest prostopadłą do płaszczyzny poziomój rzutów, za- 
tóm rzut poziomy figury przecięcia będzie leżał na jéj śladzie 
poziomym, czyli będzie to prosta klmn, a mając rzut poziomy, 
łatwo znaleść pionowy tj. k''m'n'. Chcąc wreszcie znaleść pra- 


" wdziwą wielkość i kształt tego przecięcia, robimy kład jego 


na płaszczyznę poziomą rzutów , biorąc p za oś kladu, a na- 
stępnie krótko jak z figury widoczna, prowadząc np. z k pro- 
stopadłą do p, i na nićj odcinając k'k=k'o; podobnież postą- 
piwszy z punktami /,m,n, otrzymamy punkta 7, m" in“, któ- 
re połączone w czworobok, dadzą nam żądaną figurę przecięcia. 
zadanie 180. Znalesé przecięcie graniastosłupa 
płaszczyzną jakąkolwiek. 

Danym jest np. graniastosłup pięciościenny ABCDEF... 
(Fig. 44%), oparty podstawą swoją na płaszczyznie poziomój 
rzutów i płaszczyzna przecinająca P, pochyła względem obu 
płaszczyzn rzutów. Aby otrzymać w tym razie wielokąt prze- 
cięcia, szukamy punktów przecięcia się kazdéj krawędzi gra- 
niastosłupa z płaszczyzną P (podług Zad.i66), a mianowicie, 
przez każdą krawędź przesuwamy płaszczyznę rzucającą pionową, 
szukamy prostéj przecięcia się tój płaszczyzny z płaszczyzną 
daną, a gdzie ta prosta przecina krawędź graniastosłupa, tam 
jest punkt do wzajemnego przecięcia krawędzi graniastosłupa 
z płaszczyzną daną należący. W ten sposób otrzymawszy punkt 
na każdćj krawędzi z osobna, i punkta te wreszcie tak na 
rzucie poziomym jak pionowym połączywszy prostemi w nale- 
zytym porządku, otrzymamy rzuty figury przecięcia szukanego 
tj. klmnr, k'lm'n'r', skąd następnie, robiąc kład poziomy lub 
pionowy téj figury wraz z płaszczyzną P, na którój ona leży, 
otrzymamy prawdziwy jój kształt i wielkość. 

Ponieważ konstrukcya w wyszukaniu przecięcia graniasto- 
słupa najprostszą jest wtedy, gdy płaszczyzna przecinająca jest 
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prostopadłą do jednéj z płaszczyzn rzutów, dlatego korzystną 
częstokroć jest rzeczą umieć każden inny przypadek na takowy 
sprowadzić. To osiągnąć można za pomocą stósownćj zmiany 
płaszczyzn rzutów, a mianowicie zmiany, mocą którćj płaszczy- 
zna przecinająca graniastosłup, aczkolwiek nie ruszana ze swego 
danego położenia, stanie się prostopadłą do jednéj z płaszczyzn 
rzutów. 

Dla objaśnienia rzeczy na przykładzie , poszukajmy prze- 
cięcia graniastosłupa czworościennego K'K (Fig. 44%) płasz- 
czyzną p'p. W tym celu nie zmieniając płaszczyzny poziomój 
rzutów, przesuńmy gdziekolwiek płaszczyznę s's prostopadłą do 
niéj i do płaszczyzny danéj P (ślady jéj zatem muszą być pro- 
stopadłe do ich wspólnego przecięcia, a więc do śladu pozio- 
mego p), i takową przyjmijmy za nową płaszczyznę pionową 
rzutów ; skutkiem tego Ślad s będzie nową osią rzutów, część 
płaszczyzny rysunkowój, z lewéj strony téj nowój osi leżąca, 
będzie poziomą, zaś z prawéj strony leżąca, będzie pionową 
płaszczyzną rzutów. Na płaszczyznie pozioméj rzutów zostaje, 
jak był, rzut graniastosłupa i ślad poziomy płaszczyzny B 
ale naturalnie ten ostatni teraz sięga tylko do punktu w, tj. 
aż do punktu przecięcia się z nową osią rzutów; potrzebujemy 
więc mieć jeszcze wyznaczony rzut graniastosłupa i ślad pła- 
szczyzny P na nowój płaszczyznie rzutów. 

Co się tyczć najprzód nowego śladu pionowego płaszczy- 
uy P, ten znajdzie się według Zad. 135 tj. będzie nim prosta p. 
Aby zaś znaleść nowy rzut pionowy graniastosłupa, dość uwa- 
żyć, że odległość wierzchołków jego od płaszczyzny poziomój 
rzutów, przez zmianę płaszczyzny pionowéj zupełnie się nie 
zmieniła, a więc, że odległość rzutu pionowego każdego z nich 
od nowéj osi rzutów, będzie taka sama, jaką była względem 
dawnój osi, i każden z nich leżeć musi na prostopadłćj do 
nowój osi z jego rzutu poziomego wyprowadzonćj. Na prosto- 
padłych zatem z punktów a, b, c... do osi s wyprowadzonych, 
odciąwszy długości równe odpowiednim odległościom punktów 
a, bf, c'.... od dawnéj osi rzutów, znajdziemy nowe rzuty 
wierzchołków graniastosłupa, tj. punkta a, bj, c,...., które 
połączywszy ze sobą należycie prostemi, otrzymamy rzut K, 
graniastosłupa na nowéj płaszczyznie rzutów. 
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To mając, łatwo teraz znajdziemy żądane przecięcie, 
a mianowicie, biorąc pod uwagę rzuty Ki K, graniastosłupa 
jako tóż płaszczyznę pp,, która teraz jest rzucającą względem 
nowćj płaszczyzny rzutów, otrzymamy (według Zad. 187) naj- 
przód rzuty mmo, i mnor tegoż przecięcia, z pomocą zaś 
tego ostatniego znajdziemy następnie rzut pionowy m'n'o'r' — 
a jeżeli rysunek dobry, to odległości punktów mnor wd 
osi głównćj, muszą wypaść równe odległościom punktów m, ‚n „04,7, 
od osi s. 

Zadanie 191. Znaleść punkta przecięcia się gra- 
niastosłupa z prostą daną. 

Przez prostą daną przesuwamy płaszczyznę jakąkolwiek, 
lub co najkorzystnićj, prostopadłą do jednój z płaszczyzn rzu- 
tów, iszukamy przecięcia się tój płaszczyzny z graniastosłupem 
danym (Zad. 187), a punkta, w których prosta dana spotyka 
się z tak otrzymanym wielokątem przecięcia, będą punktami 
szukanymi. 

Zadanie 192. Znaleść przecięcie graniastosłupa płaszczyzna 
prostopadła do jego krawędzi bocznych, i przecięcie to przenieść 
na siatkę graniastosłupa. 

Zadanie 193. Znaleść przecięcie graniastosłupa płaszczyzna 
któraby przecinała trzy jego krawędzie boczne w punktach danych 

zadanie 194. Dany graniastosłup przeciąć płaszczyzną tak, 
aby jedna z krawędzi jego bocznych podzieloną została pod katem 
prostym na dwie równe połowy. 


To, cośmy dotychczas o sposobach znalezienia przecięcia 
graniastosłupa płaszczyzną lub linią prostą powiedzieli, da się 
w zupełności zastosować i do ostrosłupów. Płaszczyzna przeci- 
najaca ostrostup może mieć najrozmaitsze względem niego po- 
łożenie, od którego zależy kształt i wielkość wielokąta prze- 
cięcia. I tak, płaszczyzna może być równoległą do podstawy 
ostrosłupa, a w takim razie przecina wszystkie krawędzie jego 
boczne, i z przecięcia daje figurę podobną do podstawy; może 
być prostopadłą do podstawy, a wtedy przecina niektóre kra- 
wędzie i podstawę, albo tóż przechodząc zarazem przez wierz- 
chołek ostrosłupa , przecina tylko dwie krawędzie w podstawie 
i daje z przecięcia dwie proste przez wierzchołek ostrosłupa 
idące, a z podstawą jego się przecinające, itp. W każdym z tych 
przypadków szukamy tak, jak i przy graniastosłupie , punktów 
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przecięcia się płaszczyzny z każdą z krawędzi przeciętych, i pun- 
kta tak otrzymane łączymy z soba, lub téż wyznaczamy ślady 
ścian przecietych, i szukamy przecięć każdój tak otrzymanéj 
płaszczyzny z płaszczyzną daną. 

Zadanie 195. Znalesé przecięcie ostrosłupa pła- 
szczyzną prostopadłą do jednéj z płaszczyzn rzutów. 
Dany np. ostrosłup prosty ABC...S (Fig. £44), stojący 

podstawą na płaszczyznie pozioméj rzutów, i dana płaszczyzna 
przecinająca P, prostopadła do płaszczyzny pionowéj rzutów. 
Ponieważ płaszczyzna ta jest rzucającą pionową, zatem rzuty 
pionowe punktów przecięcia się jéj z krawędziami ostrosłupa 
leżeć będą na jéj śladzie pionowym; a że leżeć muszą i na 
rzutach pionowych tychże krawędzi, zatem będą w punktach 
m’,n',o',r',t',e' — czyli rzutem pionowym wielokąta przecięcia bę- 
dzie prosta m'e'. Mając rzuty pionowe tych punktów, znajdziemy 
również łatwo ich rzuty poziome, a stąd otrzymamy następnie 
rzut poziomy figury przecięcia tj. sześciokąt nmotar, który tylko 
potrzeba wreszcie znanym sposobem otrzymać w prawdziwéj 
wielkości, a jak w tym przypadku, najkrócój za pomocą kładu 
pionowego. 

Zadanie 196, Znaleść przecięcie ostrosłupa prostego lub 
ukośnego płaszczyzna prostopadłą do płaszczyzny pionowéj rzutów, 
a przechodzącą przez wierzchołek ostrosłupa. 

Zadanie 197. Znaleść przecięcie ostrosłupa jakiegokolwiek, 
wspartego jedną krawędzią swéj podstawy na płaszczyznie pozio- 
méj rzutów, z płaszczyzną pochyłą względem obu płaszczyzn 
rzutów. 

Zadanie 198. Znaleść przecięcie ostrosłupa jakiegokolwiek, 
wspartego jednym wierzchołkiem swój podstawy na płaszczyznie 
poziomćj rzutów, z płaszczyzna jakąkolwiek, za pomocą zmiany 
płaszczyzn rzutów. 

Zadanie 199. Znaleść przecięcie ostrosłupa płaszczyzną ró- 
wnolegta do jego podstawy, i przecięcie to przenieść na siatkę 
ostrosłupa. 

Zadanie 300. Znaleść przecięcie ostrosłupa prostego pła- 
szczyzną równoległą do jego osi. 

Zadanie 201. Znaleść przecięcie ostrosłupa płaszczyzną, 
któraby trzy krawędzie jego boczne przecinała w odległościach 
danych od wierzchołka, i przecięcie to przenieść na siatkę ostro- 
słupa. 
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Przecięcia wzajemne wielościanów. 

W poprzedzającym $. widzieliśmy, że przecinając wielo- 
ścian płaszczyzną, otrzymujemy. z przecięcia wielokąt płaski na 
téjze płaszczyznie leżący ; inaczój rzecz sie ma, gdy dwa wie- 
lościany wzajem się z sobą przecinają, wtedy bowiem otrzy- 
mujemy z przecięcia wprawdzie figurę prostokreślną, zwykle 
atoli wierzchołki jéj, a więc i boki leżą na różnych płaszczy- 
znach czyli ścianach, jeden lub drugi wielościan otaczających. 
Różne mogą być sposoby znalezienia takowego przecięcia, a od 
korzystnego obrania w danym razie któregoś z nich, zależy 
mnićj lub więcój łatwe wykonanie jego konstrukcyi. Do spo- 
sobów tych należą następujące: 1) albo szukamy punktów, 
w których krawędzie jednego wielościanu przecinają się ze 
ścianami drugiego i nawzajem, a następnie należycie łączymy 
te punkta ze soba; albo tóż 2) szukamy prostych , w których 
ściany jednego przecinają się ze ścianami drugiego wielościanu, 
i z tych prostych bierzemy te ich części , które leżą w grani- 
cach przecinających się ścian obu wielościanów ; albo wreszcie 
3) przecinamy oba wielościany szeregiem płaszczyzn pomocni- 
czych równoległych do siebie, a otrzymamy stąd na każdój 
płaszczyznie przecinającój dwa wielokąty (będące przecięciami 
wielościanów tąż płaszczyzną), które przecinając się wzajem, 
dadzą nam punkta do szukanego przecięcia obu wielościanów 
należące. Ostatni ten sposób jest wielce korzystny i prędko do 
celu prowadzący, baczyć tylko należy, aby przez stósowne 
obranie kierunku płaszczyzn pomocniczych, unikać o ile mo- 
Żności wprowadzania w rysunek wielu linij, przez które tenże 
tylko na wyrazistości a więc i dokładności swojćj traci. Przy- 
kłady tego zobaczymy w następujących zadaniach : 

zadanie 202. Znaleść przecięcie dwóch grania- 
stosłupów, stojących podstawami swemi na płaszczyznie 
poziomój rzutów. 

Wiemy, że przecinając graniastosłup płaszczyzną równo- 
ległą do jego krawędzi bocznych, otrzymujemy z przecięcia 
proste równoległe do tychże krawędzi, a na powierzchni gra- 
niastosłupa leżące; przeciawszy zatem oba graniastosłupy pła- 
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szczyzną równoległa współcześnie do krawędzi jednego i dru- 
giego z nich, otrzymamy takie proste z osobna na każdym 
graniastosłupie. Proste te wzajem przecinać się muszą, tj. 
prosta leżąca na jednym graniastosłupie przetnie się z prostą 
na drugim graniastosłupie leżąca, a otrzymaną z przecięcia je- 
dną i tą samą płaszczyzną, — równoległe bowiem do siebie 
być nie mogą, gdyż wtedy i krawędzie boczne obu graniasto- 
słupów, a więc i sameż graniastosłupy musiałyby być wzajem 
do siebie równoległe, co się sprzeciwia założeniu. Punkta na- 
reszcie, w których te proste przecinają się z sobą, są pun- 
ktami należącymi do szukanego przecięcia, albowiem leżąc ró- 
wnocześnie na dwóch prostych, z których każda leży na innym 
graniastosłupie, leżą tém samóm na wspölnem przecięciu się 
graniastosłupów danych. 

Aby więc znaleść figurę przecięcia się dwóch graniasto- 
słupów danych np. RR i SS (Fig. 445), postępujemy 
w sposób następujący: 1) Obieramy gdziekolwiek punkt m'm; 
2) przezeń prowadzimy dwie proste, z których jedna jest ró- 
wnoległą do krawędzi bocznéj jednego, druga równoległą do 
krawędzi drugiego graniastosłupa; 3) przez te dwie proste 
przesuwamy płaszczyznę P (jéj ślad poziomy p wystarczy), 
a ta będzie równoległą do obu graniastosłupów danych; 4) 
przez wierzchołki śladów poziomych obu graniastosłupów, a 
równolegle do śladu poziomego tak znalezionéj płaszczyzny P 
prowadzimy ślady poziome płaszczyzn pomocniczych pi, Pa; Py-+s 
przecinających oba graniastostupy, i szukamy rzutów prostych 
przecięcia, — a punkta przecięć się ich rzutów poziomych 
ze sobą będą należeć do poziomego, zaś punkta przecięć się 
ich rzutów pionowych, do pionowego rzutu szukanéj figury prze- 
cięcia obu graniastosłupów. I tak np. płaszczyzna pomocnicza 
P,, którój śladem poziomym jest prosta p, przez a równolegle 
do p poprowadzona, przetnie graniastosłup R'R w prostój 
ax,a'x', zaś graniastosłup S‘S w dwóch prostych tj. nzm'z' i 
my,m'y'; prosta aa,a'x' z prostemi nz,n’z‘ i my,m'y' przecina się 
w punktach 1/1 i 2'2, które należą do linii szukanego przecię- 
cia. 5) Z pomocą płaszczyzn pomocniczych otrzymawszy dosta- 
teczną liczbę takich punktów, łączymy je wreszcie ze sobą 
w należytym porządku. 
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Uwaga I. Dwa graniastosłupy mogą się przecinać wzajem 
w dwojaki sposób, a mianowicie, albo jeden z nich przechodzi 
na wskróś przez wnętrze drugiego, albo tóż jeden z nich swoją 
powierzchnią odcina część powierzchni drugiego graniastosłupa. 
W pierwszym razie mówimy, że przecięcie jest całko witóm, 
w drugim zaś częściowóćm. Przecięcie całkowite składa się 
z dwóch odrębnych figur, tj. z figury wejścia i wyjścia, 
częściowe zaś tylko z jednéj. Aby zaś mając dane dwa grania- 
stosłupy, naprzód ocenić, czy przecięcie ich jest całkowitóm czy 
częściowóm , dość jest przez najdaléj i najbliżój od osi rzutów 
leżący wierzchołek poziomego śladu jednego z graniastosłupów 
danych, a więc np. przez a i c, przeprowadzić proste równo- 
legte do śladu poziomego płaszczyzny P i zobaczyć, czy obie- 
ma temi prostemi ślad poziomy drugiego graniastosłupa jest 
przecietym, czy tóż tylko jedną z nich. W pierwszym razie 
otrzymamy dwa wielokąty przecięcia się obu graniastosłupów, 
w drugim zaś tylko jeden. 

Uwaga 2. Aby ocenić, która część znalezionego prze- 
cięcia jest widoczną lub niewidoczną na każdym z rzutów, 
potrzeba wyznaczyć, które z punktów znalezionych a do tego 
przecięcia należących, są widoczne lub nie. W tym celu zaś 
dość zauważyć, że jeżeli punkt leży na przecięciu się dwóch 
prostych widocznych, w takim razie i on sam jest widoczny, 
jeżeli zaś leży na dwóch prostych, z których przynajmnićj 
jedna jest niewidoczną, wtedy i on jest niewidocznym. 

Uwaga 3. Co się tyczć tego, iżby znalezione punkta na- 
leżycie ze sobą połączyć, uważyć trzeba, że tylko takie dwa 
punkta ze sobą łączyć można, które leżą na tój saméj ścianie 
jednego, i na tój saméj ścianie drugiego graniastosłupa. I tak 
np. mówiąc tylko o rzucie poziomym, ponieważ punkta 2 i 6 
leżą oba na ścianie ef, (tj. na ścianie bocznćj przylegającój do 
boku ef podstawy) w graniastosłupie S, i leżą oba na ścianie 
ab graniastosłupa R, zatem prosta 26 jest prostą przecięcia się 
Ściany ef jednego, ze Ścianą ab drugiego graniastosłupa ; dalój, 
ponieważ punkta 2 i 3 leżą na ścianie ef graniastosłupa S, zaś 
na ścianie ad graniastosłupa R, zatem znów prosta 23 jest pro- 
stą przecięcia się Ścian ef i ad obu tych graniastosłupów itp. 
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Zadanie 203. Znalesé przecięcie dwóch ostrostu- 
pów, wspartych podstawami swemi na płaszczyznie pozio- 
méj rzutów. 

Ponieważ każda płaszczyzna przesunięta przez wierzchołek 
ostrosłupa , a przecinająca jego powierzchnią, daje z przecięcia 
dwie proste przez tenże wierzchołek idące, poprowadziwszy 
więc prostą łączącą wierzchołki obu ostrosłupów i przez tę 
prostą przesunąwszy płaszczyznę przecinającą oba ostrosłupy, 
otrzymamy z przecięcia takież proste z osobna na każdym 
z ostrosłupów danych. Proste te przecinać się wzajem będą , 
a mianowicie, prosta na jednym ostrosłupie leżąca, przetnie 
prostą na drugim ostrosłupie i na tćjże saméj płaszćzyznie 
przecinającój leżącą, punkta zaś tych przecięć leżąc w ten spo- 
sób równocześnie na powierzchniach obu ostrosłupów, będą 
punktami do szukanego przecięcia należącymi , potrzeba je tylko 
wreszcie połączyć ze sobą w należytym porządku. 


A więc, mając dane dwa ostrosłupy O'O i 8/8 (Fig. 
£46), łączymy ich wierzchołki prostą mf,m‘f’ i przez nią, 
jakotóż przez krawędzie boczne danych ostrosłupów przesuwamy 
płaszczyzny pomocnicze P,, P,, P,..., przecinające równocze- 
śnie oba ostrosłupy (ślady poziome p;;pą,p;... tych płaszczyzn 
wystarczą, a przechodzą one przez wierzchołki rzutów poziomych 
obu podstaw i są równoległe do mf, gdyż prosta m/f” ,mf jest 
u nas równoległą do płaszczyzny pozioméj rzutów). I tak np. 
płaszczyzna P, przesunięta przez prostą mf,m'f* i przez kra- 
wędź mh,m'h' ostrosłupa O'O, a ktéréj śladem poziomym bę- 
dzie prosta p, przez h równolegle do mf poprowadzona, przetnie 
tenże ostrosłup w prostéj mh,m‘h’, zaś ostrosłup S'S w prostych 
nfmf'irf,r'f; te dwie ostatnie proste z prostą mh,m'h* przetną 
się następnie w punktach 2/2 i 3'3, które są punktami do 
szukanego przecięcia należącymi. W ten sam sposób, tj. 
prowadząc ślady poziome pps... płaszczyzn pomocniczych, 
znajdziemy więcój takich punktów, które połączone ze sobą 
należycie, dadzą nam jedenastokąt jako przecięcie szukane. 


Co się tyczó ocenienia, które części znalezionego wie- 
lokąta przecięcia są widoczne, a które nie, daléj, czy prze- 
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cięcie tych dwóch ostrostupéw jest całkowitóm lub częściowóm, 
a wreszcie, w jaki sposób znalezione punkta, a do przecięcia 
należące, łączyć ze sobą potrzeba, —do tego wszystkiego stosują 
się uwagi 1, 2 i 8 podane w zadaniu poprzedzającóm. 


zadanie 204. Znaleść przecięcie graniastosłupa 
z ostrosłupem, wspartych podstawami swemi na płaszczy: 
znie poziomój rzutów. 
Danym jest graniastosłup O'O i ostrostup Z'Z (Fig. 149) 
Aby znaleść wzajemne ich przecięcie, przez wierzchołek ostro- 
słupa prowadzimy prostą równoległą do krawędzi bocznych 
graniastosłupa, a następnie przez tę prostą przesuwamy pła- 
szczyzny pomocnicze, przecinające oba wielościany dane; każda 
z tych płaszczyzn przetnie ostrosłup w prostych przechodzących 
przez jego wierzchołek, zaś graniastosłup w prostych równo- 
ległych do krawędzi jego bocznych. Proste na ostrosłupie leżące, 
przecinać się będą z prostemi na graniastosłupie, a na jednéj i 
téj saméj płaszczyznie przecinającój leżącemi, w punktach, które 
należą do szukanego przecięcia. 


A więc, przez wierzchołek s's ostrosłupa danego popro- 
wadziwszy najprzód prostą sm,s'm' równoległą do kierunku 
graniastosłupa, następnie przez Ślad poziomy tćj prostćj, ja- 
kotóż przez wierzchołek c podstawy ostrosłupa, poprowadziwszy 
ślad poziomy p (a ten wystarczy) płaszczyzny przecinającój P, ta 
przetnie ostrosłup w prostéj cs,c's', zaś graniastosłup w dwóch 
prostych ka,k'e'i ły,ł'y', któreto dwie ostatnie proste z prostą cs,c's' 
przetną się w punktach 1/1 i 2/2, do szukanego przecięcia na- 
leżących. Prowadząc następnie przez ślad poziomy prostój sm,s'm', 
jakotóż przez resztę wierzchołków tak ostrosłupa jak grania- 
stosłupa, ślady poziome płaszczyzn przecinających P,P), Pj... 
otrzymamy stąd więcój takich punktów, które należycie połą- 
czone ze sobą, dadzą nam przecięcie szukane, złożone z dwóch 
wielokatów. 


Co się tyezé należytego łączenia poszczególnych punktów 
przecięcia ze sobą, ich widoczności, a wreszcie, czy utworzą 
one jeden, czy dwa wielokąty przecięcia, do tego służą znów 
uwagi 1, 2 i 3 podane w zadaniu 202. 
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zadanie 205. Znaleść przecięcie dwóch grania- 
stosłupów, dwóch ostrosłupów, lub wreszcie graniastosłupa 
z ostrosłupem, jeżeli podstawy ich nie leżą na żadnój 
z płaszczyzn rzutów. 
Szukamy śladów np. poziomych obu przecinających się 


wielościanów, i ślady te przyjmując chwilowo za ich podstawy, 
postępujemy następnie według jednego z trzech zadań po- 
wyższych. 


Zadanie 206. Znaleść przecięcie dwóch grania- 
stosłupów, jeżeli krawędzie boczne jednego są prostopadłe 
do płaszczyzny poziomćj rzutów, drugiego zaś są pod ką- 
tem 30° względem poziomćj, a równoległe względem pionowćj ` 
płaszczyzny rzutów. 

Przecinamy oba graniastosłupy płaszczyznami równole- 
głemi do płaszczyzny pionowój rzutów, prowadząc ślady po- 


ziome tychże przez rzuty poziome wierzchołków ich podstaw. 


Zadanie 207. Znaleść przecięcie dwóch graniastosłupów 
foremnych prostych, jeżeli ich krawędzie boczne wzajem sa do 
siebie równoległe. 

Zadanie |208. Znaleść przecięcie dwóch graniastosłupów 
prostych , z których podstawa jednego leży na plaszezyznie pozio- 
mój rzutów, drugiego zaś na pionowćj, — i figure przecięcia prze- 
nieść na siatki obu graniastosłupów. 

Zadanie 2089. Znaleść przecięcie dwóch ostrosłupów, z któ- 
rych podstawa jednego leży na płaszczyznie poziomćj rzutów, dru- 
giego zaś na płaszczyznie prostopadiéj do płaszczyzny poziomćj 
rzutów. 

Zadanie 210. Znaleść przecięcie dwóch ostrostupéw pro- 
stych, jeżeli ich osie przecinają się pod kątem prostym. 

Zadanie 211. Znaleść przecięcie dwóch ostrosłupów pro- 
stych, jeżeli ich osie stoja do siebie równolegle, i figure przecięcia 
przenieść na siatkę obu ostrosłupów. 

Zadanie 312. Znaleść trzy rzuty przecięcia dwóch ostro- 
słupów, jeżeli podstawa jednego leży na płaszczyznie poziomćj 
rzutów a wierzchołek na pionowćj, drugiego zaś podstawa leży na 
pionowćj a wierzchołek na poziomej płaszczyznie rzutów. 

Zadanie 213. Znaleść przecięcie dwóch ostrosłupów pro- 
stych, jeżeli jeden z nich wsparty jest podstawą a drugi wierz- 
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| chołkiem na płaszczyznie 
ja na siebie. 
Zadanie 214. Znaleść przecięcie równoległościanu prostego 
z ostrosłupem prostym, jeżeli oś ostrosłupa schodzi się z linia ła- 
czącą środki geometryczne obu podstaw równoległościanu. 
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